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Oversikt

Popular motivation: harar och ravar

Masterekvationen: en D-dimensionell
differens-differentialekvation

Reduserad information: ekvationer for moment

Exempel 1 9-D: biologisk klocka

Detaljerad information: en diskret, adaptiv spektralmethod
Exempel 1 2-D: bistabilt problem

Framtid: parameterestimering — ¢ man av tid!

Slutsatser
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Harar och ravar...

En mikroskopisk modell
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Figur 1

Stefan Engblom, Institutionen f&r IT, Uppsala Universitet



Harar och ravar... Uppsala, September 2006

For varje tidssteg:
1. Okar populationen tack vare slumpméssig immigration
2. Minskar populationen pa grund av naturlig déd
3. Hittar bytesdjuren med viss sannolikhet f6da och delar sig

4. Varje rovdjur som hittar ett bytesdjur lyckas med viss
sannolikhet fanga det och delar sig

5. Ror sig samtliga individer i populationen slumpmassigt och

oberoende av varandra

Enkla regler, enkelt att simulera.
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Figur 2: Antalet individer som funktion av tiden

i en mikroskopisk
simulering.
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Mikroskopisk modell

- Tidsdiskretisering ej trivial

- Effektiviteten beror pa antalet individer

- Svart att simulera ”icke elementara” reaktioner
+ Kan fanga ett trovardigt rumsligt beroende

+ Intuitiv, foljer direkt frdn modellen
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En makroskopisk modell

x(t) = #bytesdjur, y(t) = #rovdjur:

r = ko— pux+ kix— koxy
y = ko— py+ kaxy

Enkel att simulera. Approximation?
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Figur 3: Jamforelse mikroskopisk /makroskopisk modell.
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En mesoskopisk modell
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Antagande: Markovkedja. Simulering via SSA...
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Figur 4: Jamforelse mikroskopisk /mesoskopisk modell.
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Mesoskopisk modell

- Fangar inte rumsliga beroenden
- Icketrivialt att effektivt simulera styva forlopp

+ Enkel att formulera/simulera
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Figur 5: Mikroskopisk simulering av individer som ror sig langsamt.
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Masterekvationen
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Kemiska system

x € Zf definierar tillstdndet for ett kemiskt system av D olika

dmnen (x; dr # molekyler av &mne nummer 7).

En reaktion ar en forflyttning mellan tillstdnden z, och z:

dar n, ar reaktionssteget och w,. : Zf — R ar sannolikheten per

tidsenhet for att reaktionen ska ske.
-R olika reaktioner (w,,n,), r=1...R

-Okénd densitet p(x,t): sannolikheten att systemet befinner sig i
tillstAndet = vid tiden ¢
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Masterekvationen...

...ges d& av

R
—8]9(90,15) — Z wy(x + n.)p(x + np, t) — Z wy(x)p(z, 1)

t
0 r=1 r=1
z+n, >0 :c—n;fzo
=: Mp,

dar reaktionsstegen ar uppdelade i positiva och negativa delar enligt

n. =mnt+mn..

-En differens-differentialekvation 1 D dimensioner
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Ett exempel i 2-D
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Losning vid tiden ¢ = 0, 100 och 400
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Losningsmetoder

e Analytiska expansioner

e Makroskopiska ekvationer for vanteviarden (“reaction-rate

equations”)

e Stokastiska metoder for sampling av enskilda trajektorier med
korrekt fordelning (Gillespie’s SSA-metod)

e Approximation av p: Fokker-Planck, linear noise, sparse grids...
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Adjungerad operator

-Lat X vara den till p korresponderande stokastiska variabeln

-Lat T Zfe — R vara en lamplig tidsoberoende testfunktion

Da galler
d Op
ZPTO01= 3 5T (@) = (Mp. ) =
= (p, M'T) = > E[w,(X)(T(X —n,) = T(X))]
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En omedelbar tillaimpning

Lat T'(x) = x;:

d = o
£E[X,L] — — ZniE (w, (X)] = — Zniwr (E[X])

” Reaction-rate” ekvationerna

-Ett system av D stycken ODE:er (lag komplexitet!), effektiv och
direkt beskrivning

-Vanligen en fungerande approximation nir antalet molekyler ar

stort, nar reaktionskonstanterna ar sma, ...

-Fungerar daligt nar stokastiken spelar en roll, nara kritiska punkter,
nar antalet molekyler ar litet, ...

-Reduserad information: kinnedom om vantevardena ar inte
tillrackligt for alla system
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Uppenbar generalisering

Harled exakta ekvationer for fler centralmoment, exempelvis for

kovariansmatrisen:

Tu Z LB, — my)uw, (X)] + nlEI(X; — moun (X)) +

+Zn nd E[w, (X)].

-Méste approximera w, med (typiskt) ett polynom

-Maste dessutom trunkera kopplingen till hogre ordningens moment
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"Momentmetoden”

+ Ett system av O (D™) ODE:er dar n ar hogsta ordningens

moment

+ Vanligen en bra approximation dven da antalet molekyler ar
ganska litet

+ Kan kontrolleras mot sig sjalvt
- Svar att analysera, aven for vildigt enkla system

- Reduserad information: for vissa system ar den exakta formen av

sannolikhetsdensiteten intressant
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Biologisk klocka

9 dmnen, 18 reaktioner;
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Ett exem pe| | g—D Uppsala, September 2006

ag | 50 | By |50 | v | 1| S | 10 | 6, | 50
o | 500 | B | 5 | | 1] 6m | 05]6, | 100

o, | 0.01 Yo | 2| g 1
al. | 50 Oy -

Tabell 1: Parametrar — 9, varierar.
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Resultat

-Losning fran forsta, andra och tredje ordningens ekvationer

-Implicit tidsintegrering

-Jamforelse med SSA

Stefan Engblom, Institutionen f&r IT, Uppsala Universitet
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Figur 6: 0, = 0.2. Heldraget: antal R-molekyler, streckat: antalet C-

molekyler.
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Figur 7: ¢, = 0.1
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Figur 8: 9, = 0.08
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En spektralmetod
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En motivering

A
A
Om initialdata ges enligt
_ % —a
p(iE, 0) — Ee )

ges den fulla l6sningen av

a(t)” e—alt)

p(x,t) = ,

dir a(t) = agexp(—ut) + k/p- (1 — exp(—ut)).

Stefan Engblom, Institutionen f&r IT, Uppsala Universitet

28



En spektralmetod

Uppsala, September 2006

Charlierpolynomen C?¢(x)

Ortogonala m.a.p. den diskreta skaldrprodukten
a® _,
(f.9)= ) [(@)g(x)—e
x>0
dar a > 0 ar en parameter.
Med andra ord ar Charlierfunktionerna

Co(z) := C(x) - v/ a* /x! - exp(—a) ortogonala under

(f,9) =) fla)g(x).

x>0

Stefan Engblom, Institutionen f&r IT, Uppsala Universitet
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En (Galerkin-) spektralmetod med Charlierfunktionerna som bas ar

mojlig (ingen kontinuerlig approximation av 16sningen p)
Konvergens forvintas i den diskreta oviktade L?-normen

Diskreta Gauss-Charlierkvadraturer anviands for uppkomna hogerled:

!

>SS = 3 fla)ug + e

Parametern a kan forflyttas kontinuerligt med l6sningen, en sorts
"automatisk adaptivitet”
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Bistabilt problem

a/(b+y?) )

ux

c/(d+x?) X

s 8 =
= = K

ny
—
J

En instabil och tva stabila kritiska punkter

— Vantevarden eller hogre ordningens moment ar inte en lamplig

representation
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Inversa problemet

k
N = =z
r 20

-Givet indata i form av observationer (x;,t;), bestim parametrarna k

och p

Losningen till resulterande masterekvation:

a(t) o—alt)
x!

dir a(t) = agexp(—ut) + k/p- (1 — exp(—put)).

—> Kvoten k/u avsevirt ldttare att bestimma &n &k och pu

p(z,t) =

Y

var for sig.
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Exempel pa indata
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-Vanlig metod: anpassning i minstakvadratmening av ODE
("Maximum likelihood”)

-Mojlighet: bestam den masterekvation som med storst sannolikhet
leder till givna data
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Resultat
10° — ———ry -
—o— ODE
—<— Master equation | ]
10_1.‘ ]
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3]
(O]
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o
1072k .
10_3 s M | s M | s M | M
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Sample length
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Exempel # 2
6 5 a2
I 1/.91:(:1:—1)> 0

-ODE for vanteviardet inte langre exakt
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Resultat

10 F T T T T T T T T T T T
L —o— ODE 1
—— Master equation | |

10°F ;

Relative error

10°F ;

-3 . M | . N |

10 10 10° 10 10
Sample length

10
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Slutsatser
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Masterekvationen ar en noggrann stokastisk modell av generella

kemiska reaktioner

For manga fall ger deterministiska ODE:er for vanteviarden ett
anvandbart resultat, helt utan (effektivitets-) problem

p.g.a. dimensionaliteten

Problem med dessa ODE:er kan till viss del botas genom att
anvianda hogre ordningens moment, fortfarande utan

effektivitetsproblem

Nar detaljerad information om sannolikhetsférdelningen ar
kritisk har en effektiv spektralmetod tagits fram som mojliggor

losningen av problem i upp till 5-6 dimensioner

Framtida mal: koppla ihop metoderna, anvind losarna till

parameterestimering...
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