Povrsi u prostoru

Predstavljanje i interpolacija povrsi




Predstavljanje povrsi u prostoru

e Povrsi u prostoru, bas kao i drugi objekti, postoje nezavisno
od nacina na koji ih formalno (matematicki) predstavljamo.

e Pozeljno je da se pri predstavljanju povrsi izbegne zavisnost
reprezentacije od svojstava koordinatnog sistema, ali to
nije moguce u potpunosti ostvariti.

e Postoje razliCiti nacCini prikazivanja povrsi, ali je svaki u
nekom smislu ogranicavajuci — ne omogucava
predstavljanje svih povrsi, ili je komplikovan za upotrebu, ili
ima neki drugi nedostatak.

e Predstavljanje povrsi u prostoru zahteva dve nezavisne
promeniljive.




Predstavljanje povrsi u prostoru

e Povrs predstavljena u eksplicitnoj formi: z =f(x,y)

e Ovaj oblik omogucava jednostavnu evaluaciju (i druge
operacije).
e Medutim, postoje mnoge povrsi koje ne mozemo

predstaviti u ovom obliku. To su sve povrsi koje nisu
grafici eksplicitno zadatih funkcija.

e Jedan tipi€an primer je sfera. Sferu moramo
predstaviti kao uniju dve eksplicitno date povrsi.




Predstavljanje povrsi u prostoru

e Povrs predstavljena implicitno: F(x,y,z)=0

e Ovakva jednacina predstavlja neku vrstu “testa pripadnosti” — deli
skup tacaka posmatranog prostora na one koje zadovoljavaju
jednacinu i pripadaju povrsi, i one koje ne zadovoljavaju jednacinu i ne
pripadaju povrsi.

e Primer: ax+by+cz+d=0 je implicitna jednacina ravni.

(Ovu jednacinu lako mozemo izraziti i eksolicitno.)

e Jos karakteristicnih primera: povrsi drugog reda (algebarske povrsi).
Implicitna jednacina sfere je x* +y? +z?- R? = 0.

e Ovaj oblik, medutim, nije uvek pogodan za predstavljanje krivih u
prostoru.

e Jos jedan nedostatak je i to Sto se generisanje skupa tacaka koje
pripadaju povrsi (koje zadovoljavaju implicitnu jednacinu) svodi na
resavanje jednacine, sto u opstem slucaju moze biti veoma tesko.




Predstavljanje povrsi u prostoru

e Povrs predstavljena parametarski zahteva tri jednacine sa
dve promenljive (parametra):

x =x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v)

e Vrednosti parametara u,v biramo iz nekog skupa — domena.

e Vrednosti koordinata x,y,z taCake T povrsi izraCunavamo uvrstavanjem
vrednosti (uo,vo) parametara u tri navedene jednacine.

e Matricni zapis ovako predstavljene povrsi je

x(u,v)
p(U,V)= y(U,V)
z(u,v)
e Parametarski oblik povrsi je najfleksibilniji i najpogodniji za koris¢enje u

oblasti raCunarske grafike, a polinomne parametarske povrsi su
najcesce koris¢ene u interpolaciji i aproksimaciji povrsi u prostoru.




Predstavljanje povrsi u prostoru
- parametarske polinomne povrsi

Polinomne parametarske povrsi su oblika:
pu,v)=> > cu'v’
i=0 j=0
Odredene su vrednostima 3(n+1)(m+1) koeficijenata cij.

(Podsetimo se: za svaku koordinatu koristimo jednu parametarsku
jednacinu.)

Birajuéi n=m=3, generiSemo tzv. bi-kubne (polinomne) povrsi, koje
uglavnom koristimo u interpolaciji i aproksimaciji.

Takode, ogranicavajuci vrednosti parametara tako da O<u,v<1
generiSemo tzv. “surface patch” — segment/parce povrsi (“zakrpu”).

Uocimo: svaki segment povrSi moze se posmatrati kao granicni slucaj kolekcije
krivih koje dobijamo kada fiksiramo vrednost jednog od parametara (u ili v), a
drugi menjamo u zadatom intervalu.




Predstavljanje povrsi -
Kriterijumi

e Najcesce korisceni kriterijumi za izbor reprezentacije
(krivih i) povrsi za primene u racunarskoj grafici i

animaciji su:

e Mogucnost lokalne kontrole — svaki segment se odreduje na osnovu
malog broja ulaznih podataka u njegovoj blizini.

e Neprekidnost funkcije i izvoda (glatke krive i povrsi); s obzirom da se
povrsi najcesce generisu spajanjem segmenata, obraca se posebna
paznja na osobine funkcije u taCckama nadovezivanja.

e Stabilnost (mala promena ulaznih veli¢ina uzrokuje malu promenu na
izlazu).

e Mogucnost efikasnog (brzog, jednostavnog) grafickog predstavljanja
povrsSi na osnovu matematicke reprezentacije.

e Parametarske polinomne povrsi se pokazuju kao dobar
izbor u svetlu svih navedenih kriterijuma.
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Interpolacija povrsi
Bi-linearna interpolacija

Pretpostavimo da su nam poznate vrednosti funkcije p=p(u,v) u Cetiri tacke, a da Zelimo da
odredimo pribliznu vrednost funkcije u nekoj tacki “u blizini” poznatih vrednosti.

S obzirom da ne znamo analiticki izraz funkcije, koristimo interpolaciju — trazenu vrednost
odredujemo na osnovu datih vrednosti.

Jedan od najjednostavnijih pristupa je da koristimo bi-linearnu interpolaciju.

Pretpostavi¢cemo da raspolazemo vrednostima

Vo,0 =p(0,0),

V1,0 =p(1,0),

Vo,1 =p(0,1),

V1,1 =p(1,1)

Trazimo vrednost Vu,v =p(u,v), za vrednosti O<u,v<1.

Ideja bi-linearne interpolacije je da se prvo primeni linearna interpolacija po jednoj
promenljivoj, dok druga uzima vrednosti 0, odnosno 1, a zatim se linearno interpolira po
drugoj promenljivoj, za odgovarajucu vrednost prvog parametra.
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Bi-linearna interpolacija

nu,l) [I-u

Konkretno, uz navedene oznake, dobijamo:

n_/
) 1
1-v
n n(u,v) /
00 v n_
10

1. Linearna interpolacija izmedu tacaka Vo,0 i V1,0, (v=0) © u n(w0) I-u 1

a zatim linearna interpolacija izmedu tacaka Vo, i V1,1 (v=1):

p(u,0)=(@2-u)-p(0,0)+u- p(L0)
p(ul)=@-u)-p(0.1) +u-p(Ll)

2. Linearna interpolacija po parametru v, izmedu tacaka p(u,0) i p(u,1) (za fiksirano u):

p(u,v) =(1-v)-p(u,0)+v-p(ul)
=(1-v)-(@A-u)-p(0,0)+u-p(0))+v-(1-u)- p(0.1) +u- p(L1))

3. Konacno, vrednost funkcije u tacki Vu,v=p(u,v) je

V,, = p(u,v)=>1- u)(l—v)Vo’0 + u(l—v)VL0 +(1+ u)vVO,1 +uvV,,

ili, u matricnom obliku
Vo,o V, VO'1 -1 1||v
V1,1 1 0|1

e o R oL g

-
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Bi-linearna interpolacija

Uocimo:
Bilinearna interpolacija nije linearna — generisana povrs nije ravan
(dobijeni polinom sadrzi ¢lan uv). Dobijena funkcija je proizvod dve linearne funkcije.

Prikazan je rezultat bilinearne interpolacije na jedinicnom kvadratu, za tacke

Vo,0 =p(0,0) = 0, ‘—‘ =08
Vi,0 =p(1,0) = 1, ,
Vo,1 =p(0,1)= 1,

Vi1 =p(1,1) =0.5.

Razlicite boje odgovaraju razlicitim vrednostima funkcije, i ukazuju na “sedlast” oblik
rezultujuce povrsi.
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Bi-linearna interpolacija

Ukoliko posmatramo eksplicitno zadatu funkciju, z=f(x,y) i Cetiri tacke koje odgovaraju
proizvoljnim vrednostima promenljivih, a ne obavezno temenima jedni¢nog kvadrata

(kao Sto smo pretpostavili za parametrizovani segment povrsi), mozemo razmatranja svesti
na vec opisana, uvodenjem odgovarajuée smene.

Dakle, za tacke fii=T06y) f =100 Y) fin=T060Y0m) e =T Y
> f(xrl'y»f)
v . . « . P ~ % r_-__‘.u-_
kao Sto je prikazano na slici . @ |
fi V f.:,,*? l
X,y fix.y) | f=7
-9 e 'ﬁ (X».-,V,.u) [~ T _'_ ______ v
4 I
__________ N |
¥ > o O
%y (x,,y ) fi u f, i
mozemo napisati X—X, V=Y,
U= p=——
Xigg —X Yian — ¥

a zatim koristiti ve¢ navedenu formulu za bilinearnu interpolaciju.
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Bi-linearna interpolacija - primer

Pretpostavimo da su nam poznate vrednosti (intenzitet) piksela u tackama
(14,20), (14, 21), (15, 20) i (15, 21) (kao na slici)
i da treba da aproksimiramo vrednost u tacki (14.5, 20.2), koristeci bilinearnu interpolaciju.

Uocimo da su navedene tacke trazenu tacku 4 najblize tacke celobrojne mreze, odnosno
skupa tacaka u kojima znamo vrednost posmatrane funkcije.

column —=
14 15

14.5 . . .
o : [ Sada je, prema navedenim formulama, u=0.5, v=0.2 i
~l o1 150.5 210

ST N p(u,0) = p(0.5,0) =0.5-91+0.5-210 =150.5
p(u,]) = p(0.51) =0.5-162+0.5-95=128.5

-,
. L}
L}

-— [OW

i konacno, trazena vrednost je

7 =10 % p(u,v) = p(0.5,0.2) =0.8-150.5+0.2-128.5=146.1




4 N
Bi-kubna interpolacija

Bilinearna interpolacija se realizuje koris¢enjem vrednosti funkcije u odabranim tackama —
c¢vorovima interpolacije. Ukoliko interpoliramo “deo po deo” povrsi, naknadno povezivanje
jedini¢nih segmenata Ce biti neprekidno, ali ne i glatko.

0 05 1 15 2

Bilinearna interpolacija Bikubna interpolacua

Posmatra se 9 segmenata nad jedini¢nim kvadratima; vrednosti koriséene u interpolaciji su u crnim tackama

J

y
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Bi-kubna interpolacija

Da bi se postigla neprekidnost izvoda rezultujucih
interpolirajuih povrsi potrebno je koristiti interpolacione
segmente povrsi koji dopustaju vecu fleksibilnost od bi-
linearnih.

Analogno kao kod interpolacije krivih, zakljuCujemo da
interpolacioni segmenti (“patches”) koji ukljucuju
polinome treéeg stepena omogucavaju postavljanje uslova
jednakosti funkcija, kao i njihovih prvih i drugih izvoda u
tackama rubnih krivih.

Bi-linearna interpolacija se realizuje funkcijom koja je
proizvod dva polinoma prvog stepena; analogno, bi-kubna
interpolacija se realizuje funkcijom koja je proizvod dva
polinoma treceg stepena.




Bi-kubna interpolacija

Proizvod dva polinoma treceg stepena je polinom koji ima 16 koeficijenata.
Moze se napisati u obliku

3 3
p(u,v)=> > cyu'v’

i=0 j=0
Za odredivanje ovih koeficijenata potrebno je formulisati 16 jednacina (uslova).
Postavljanjem odgovarajucih uslova postizemo da segment povrsi prolazi kroz
16 datih tacaka ili, alternativno, da (parcijalni) izvodi funkcije imaju neke zeljene
vrednosti na rubovima segmenta (ovim, dalje, mozemo postici neprekidnost
funkcije i izvoda na rubovima segmenata).

Uocimo da se za svaku parametarsku jednacinu povrsi u prostoru (ima ih 3) generise
po jedna (bi-kubna) interpolaciona povrs, odnosno, da se postupak u opstem
slucaju radi tri puta. U nastavku ¢emo posmatrati samo jednu funkciju dve
promenljive (dva parametra) i notaciju prilagodavamo tome.

- /




Bi-kubna interpolacija

16 koeficijenata posmatranog bi-kubnog polinoma p(u,v) mozemo predstaviti

matricom
C - |-C'J J4><4 _V3_
T dei |V
a zatim vaZi da je p(u,v)=u Cv gde Je V= |
1

Dalje, pretpostavimo da raspolazemo sa 16 tacaka, Poo, Pos, ... P23, P33,
koje su interpolacioni ¢vorovi, ili kontrolne tacke, povrsi.

16 tacaka koje odreduju 4X4 segmenta povrsi (levo) i rezultujuéa (Bezier-ova) povrs (desno).




4 N
Bi-kubna interpolacija

Tacke Poo, Po1, Po2, Pos Nalaze se na krivoj (ili kontroliSu krivu) koja se dobija za u=0, a za 0<v<1.
Pocetna tacka je Poo =Q(0,0), a krajnja Po3z =Q(0,1).

Fiksirajudi vrednost
parametra u,
generisemo krive koje
su odredene tackama
P10, P11, P12, P13;

P20, P21, P22, P23 ;

P30, P31, P32, P33 (u=1)

. Birajudi vrednost
parametra v (recimo, v=0.4)
generisemo po jednu
kontrolnu tacku na svakoj
od generisanih krivih.
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4 N
Bi-kubna interpolacija

Dobijene Cetiri tacke koristimo da generiSemo odgovarajudi polinom treceg stepena,
sada po promenljivoj u (za fiksirano v). Na rezultujucoj krivoj, za odgovarajucu
vrednost parametra u, nalazi se (priblizno) tacka Q(u,v) (za svako 0<u,v<1).




Bi-kubna interpolacija

Rezultujuca interpolaciona povrs je bi-kubna; fiksiranjem vrednosti jednog
parametra odreden je polinom treceg stepena po drugom parametru.

Pogodan nacun da zapiSemo ovako generisanu povrs je koris¢enjem matrica:

F)00 I:)01 F)02 I:)03
P P. P, P
p(U,V):UT'MT° 10 11 12 13 M v
PZO P21 P22 P23
o _Pso Py Py P33_
3
- Vv
gde je
& T _[ 3 2 M je matrica koja je karakteristicna za
V= u = u? u g . jaje farakter -
v vrstu interpolacije (krive) koju smo generisali
1 (npr. Lagrange-ov polinom , Bezier-ova kriva,

Hermite-ova kriva, itd.)

a matrica [Pij] sadrzZi kontrolne tacke (ili interpolacione ¢vorove) segmenta.
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Bi-kubna interpolacija
Ocigledno, poredeci sa zapisom  p(u,v)=u'Cv

zaklju¢ujemo da je C=M'"-P-M

Zapazamo:

* Interpolacionu povrs mozemo smatrati uopstenjem
interpolacione krive, a jednacinu povrsi mozemo izvesti koristeci
jednacine interpolacionih krivih.
* Navedeni zapis omogucava da izrazimo povrs u funkciji datih tacaka,
sadrzanih u matrici P.
* Proizvod Mv predstavlja odgovarajucu polinomnu bazu
(Lagrange-ovu, Hermite-ovu, Bernstein-ovu, ...) koju direktno koristimo u formuli

p(u,v) = ZZbi (u)b; (V)P
i=0 j=0 /




Bezier-ove povrsi

Bezier-ovu povrs sa 16 kontrolnih tacaka sadrzanih u matrici P
mozemo napisati u obliku

pu,V)=u'Cv=u"-M,' -P-M, -V

| 1 3 -31
gde je 3 -6 3 0
M, =
33 0 0
1 0 0 0 B

odnosno,  p(u,v) = > b, (Wb, (V)P

i=0 j=0

b,v)| [ @-v)° |
b,(v) | |3v(l-v)®
b(W\)=M. -v=| * — -
(V) gV b, (v) 3V2(1—-V) Bernstein-ova baza.

_b3 (V)_ v

gde je




Hermite-ove povrsi

Hermite-ove povrsi generisemo postavljajuci uslov da u tackama rubnih krivih funkcije
imaju vrednosti prvih i drugih parcijalnih izvoda jednake nekim zadatim vrednostima.

Zahtevajuci jednakost parcijalnih izvoda duz rubnih krivih susednih segmenata,
obezbedujemo glatkost povrsi — neprekidnost izvodnih funkcija.

; n 4 ‘.: . 14 . \V4 .
2 001 00N Zann Odgovarajué¢a matrica P u ovom slucaju
< a1, 1) sadrzi Cetiri tacke koje su temena kvadratnog
ooy \  sad@®Wap segmenta, dva puta po Cetiri vrednosti koje

', / Lo odgovaraju vrednostima parcijalnih izvoda prvog

| .o . s e
,] | \ reda funkcije po svakoj od promenljivih, u

; temenima kvadratnog segmenta, kao i Cetiri
P vrednosti mesSovitih parcijalnih izvoda drugog
o . reda u temenima segmenta.
. — 31,0 . . . . Lev

@0, 0) daar 415 Matrica M je matrica karakteristicna za

— Hermite-ovu formu (interpolacioni polinom).
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B-splajn segmenti

Analogno, koris¢enjem matrice

LSS
ST

ME—Spl[ne =

%.
0
0
0

AR N
5

N
Ll
BN

uizrazu

p(u,v)=u'Cv=u"-M " P.M

B—splajn A

B—splajn

dobijamo jednacinu B-segmenta Bezier-ovog splajna.

Ms-spiain V. generiSe odgovarajuce bazne splajnove.




