B-splajnovi

Splajn — po delovima Bezier-ova kriva

treéeg stepena




Povezivanje Bezier-ovih krivih u splajn

Podestimo se: Bezier-ov polinom treceg stepena, sa kontrolnim tackama Po, P4, P, Ps, je

p(t) =P, +t(3P,—3P,)) +t*(3P, —6P, +3PR,) +t°(-P, + 3P, —3P, + P,)
p'(t)=(3P,—3P)+2t(3P, —6P, +3P,) +3t*(-P, +3P,-3P, +P,)

p'"(t) =2(3P, — 6P, +3P,) + 6t (—P, +3P,—3P, + P

Pri tome je p(0) = R p'(O):3(Pl—PO) p”(o):6(Po_2Pl+P2)

() =P, 0'() =3(P, - P,) p"' (1) =6(R —2P, +P,)
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Povezivanje Bezier-ovih krivih u splajn

Granicni uslovi

Uslov da je p”’(0) =p’’(1) = 0 je uslov kojim generiSemo prirodni splajn.
U slucaju kada splajn formiramo nadovezivanjem Bezier-ovih krivih, taj uslov se svodi na

Ps
p"(0) =6(R, 2R, +P,) =0 //
//ﬂ ‘\\\\ /r( Pr(0) £ 0

p'(1)=6(P—2P,+P,)=0 e

1
P :E(Po "‘Pz)

///
I e
1 -pu/ P \f’.z
P, :_(P1+P3)
2 -
P;/f . P"(0) =0

Drugim reCima, navedeni uslov o vrednosti drugog izvoda implicira da je tacka P; na
sredini duzi odredene tackama Po i P,, a tacka P, je na sradini duzi odredene tackama P;i Ps.

/

P(D) £ 0
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Povezivanje Bezier-ovih krivih u splajn

Neprekidnost krive

Pretpostavimo da povezujemo dve Bezier-ove krive, sa kontrolnim tackama Po, P4, P2, Ps i
Qo, Qi, Qz, Q3, u splajn, i da je tacka spajanja P3 = Qo =S.

Ovakvo povezivanje, bez dodatnih uslova, obezbeduje neprekidnost rezultujuce krive, ali ne i
Neprekidnost prvog izvoda u tacki S. Ulazni pravac tangente u tacki S razlicit je od izlaznog.
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Povezivanje Bezier-ovih krivih u splajn

Neprekidnost krive i prvog izvoda

U tacki S vrednosti prvog izvoda (tangenti) dveju Bezier-ovih krivih treba da budu jednake.
To znaci da treba da vazi da su jednake vrednosti

p'(0) =3(Q,-9S) p'QD)=3(S-F,)
Dakle, Q —-S=S-PF, odnosno, S = %(P2 +Q,)
b ¥

/Qa

Prvi izvod u tacki S je neprekidan
Q) Q). ukoliko je tacka S srediste duzi P,Qy.
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Povezivanje Bezier-ovih krivih u splajn

Neprekidnost krive, prvog i drugog izvoda

Ukoliko Zelimo da i drugi izvod rezultujuceg splajna
bude neprekidna funkcija u tacki S, potrebno je da

bude zadovoljeno da su jednaki izrazi Slucaj kada A_# A,
A, A
p"(0)=6(S—-2Q,+Q,)
P, @
p" (@) =6(FR —2F,+S) / — g _:'Q;_____ _,/ Qs
odnosno, P Tl p
P, Qs
Q1+(Q1_Q2):P2+(P2_Pl) A
p,g,‘// Sluéaj kada je A=A,
Ovo kraée zapisujemo u obliku L )
{_ =920, - Q
1. =28 - P ST,

Q2 /




A-frame konfiguracija i Bezier-ov splajn

A- frame konfiguracija tacaka P4, P, A, S, Q4, i Q ispunjava uslov da je
P, srediste duzi P, i A,

Q srediste duzi Ai Q,, A
S srediste duzi P, i Q. PR
P‘i‘,»t}_f_ . A ~.
,’ g 4
o '\“\
P, S
"\‘u
. . . 7,
Ukoliko se dve Bezier-ove krive @2

nadovezuju u tacki S, tako da su u toj tacki njihovi prvi i drugi izvodi jednaki,
onda kontrolne tacke ovih krivih obrazuju A-frame konfiguraciju (i obrnuto).




Konstrukcija Bezier-ovog splajna za date
kontrolne tacke

Za date (kontrolne) tacke Bo, B4, B2, Bs, Bs, Bs konstruisati B-splajn kao na slici
(splajn koji je po delovima Bezier-ova kriva, klase C?).
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Konstrukcija Bezier-ovog splajna za date

kO ntrOIne taCke * Podeliti svaku duz odredenu
A datim tackama na tri dela.
e Oznaditi da je Sp=Bo i Sn=Bn.

Za ostale tacke Bi
- spojiti dve susedne generisane
deobne tacke.
- sredina svake tako generisane
duzi je tacka Sikoja pripada
trazenom splajnu.

Kontrolne tacke svake Bezier-ove
krive na segmentu su Si-1, dve
generisane deobne tacke i tacka Si.

/
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Konstrukcija Bezier-ovog splajna za date

kontrolne tacke

e Na osnovu konstrukcije kontrolnih tacaka delova
splajna ocigledno je da su zadovoljeni uslovi
neprekidnosti i neprekidnosti prvog i drugog izvoda
(uo¢avamo konstruisane A-frame konfiguracije).

e Na osnovu konstrukcije jasno je da smo generisali
prirodni splajn.

e Opisanim postupkom generisemo kontrolne tacke
Bezier-ovih krivih na svakom segmentu, u funkciji
datih kontrolnih tacaka splajna.




Konstrukcija Bezier-ovog splajna za date
kontrolne tacke

Deobna tacka susedna tacki Bi,
na segmentu Bi Bi+1

Deobna tacka susedna tacki Bi,
na segmentu Bi-1Bi

Tacka Si kao sredina duzi odredene
navedenim deobnim tackama

5ilf'l - nﬂz '5|T.'. - ””_

Kontrolne tacke i-te Bezier-ove krive su

Si-1, %”f'_] + 5Bi, Bi_1 + 2B,

3




Konstrukcija Bezier-ovog splajna za date
kontrolne tacke

Ako je pi(t) za 0<t<1 Bezier-ova kriva nad segmentom j, i=1,2,...,n,
onda je (uniformni prirodni) splajn P(t) za 0<t<n definisan na slededi nacin:

P(t) =pi(t) 0<t<],
Plt)=ps(t—1) 1<t<2,

Pt)=pi(t—(1—1)) i-1<t<i, i=1,...,n




Lokalna kontrola Bezier-ovog splajna

Svaka kontrolna tacka i-te Bezier-ove krive odreduje se koris¢enjem 4 date
kontrolne tacke splajna, Bi-2, Bi-1, Bi, Bi+1.

Svaka data kontrolna tacka Bi splajna utice na 4 Bezier-ove krive:
dve koje se nadovezuju u tacki Sii dve njima susedne.

or Bs here

™~
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Interpolacija prirodnim kubnim splajnom

Pretpostavimo da reSavamo standardan problem interpolacije:
Za date tacke Si odrediti prirodni kubni splajn koji kroz njih prolazi.

Problem mozemo resiti konstruisuci odgovarajuce Bezier-ove krive
Cije su krajnje kontrolne tacke upravo date tacke Si.

splajna, a zatim kontrolne tacke pojedinacnih Bezier-ovih krivih.

resiti sledeci matricni zapis sistema jednacina po Bi:

(41 007 B 1 T[(65-5S)]T =Bi_1+3Bi+sBiy1 = 5
1 410 [ B | _ 65, |- Bi_y +4-Bi+1-Bis, =6- S,
01 41 B, 6.5,

(001 4] | Ba| | (68 —8S5) |

.Irj’“ 1 ]-.Irj’ 1 Jr.j’_.l — {_j.._"jl_ -|r.:;|_| = :‘jll_l

Postupak podrazumeva da prvo odredimo kontrolne tacke Bezier-ovog

Koristimo ve¢ formulisane veze izmedu tacaka Si i Bi. Moze se izvesti i

/




Primena splajnova u animaciji

e Pretpostavimo da imamo niz kadrova (key-frames) koji prikazuju polozaj
animiranog lika u momentima t=0,1,2,...,n.

e Zelimo da generidemo medu-kadrove koji odgovaraju poloZajima
posmatranog lika tokom kretanja od jedne zadate pozicije do druge, pri
cemu je putanja kretanja glatka kriva.

* Pretpostavimo da je animirani lik u svakom kadru prikazan odredenim
brojem tacaka u ravni. Neka je broj tih tacaka, recimo, 15. Svaka tacka
opisana je dvema vrednostima (koordinatama). Dakle, svaki kadar sadrzi
reprezentaciju lika u obliku tacke sa 30 koordinata.

e Mozemo rediida je svaki kadar tacka (element) posmatranog 30-
todimenzionalnog prostora.

e Kljucni korak je definisanje interpolacione krive koja je odredena datim
c¢vorovima —uredenim tridesetorkama koje predstavljaju kadrove.

e Za svaku od 30 koordinata generiSemo parametarsku interpolacionu krivu
(Bezier-ovu, ili neku drugu).

e Za odredenu vrednost parametra t odredujemo vrednost interpolacionog
splajna odredujuci vrednost svake od 30 koordinata.




Interpolacija krivih:

Splajnovi

B—splajnovi

Splajn kao linearna kombinacija B-splajnova




4 N
Splajn kao linearna kombinacija B(aznih)-

splajnova

Kontrolne tacke splajna na prikazanoj slici su Bo, B4, B2, B3, B4, Bs.
To su, u opstem slucaju, tacke kojima raspolazemo (koje su zadate).

Splajn, medutim, ne prolazi ni kroz o v w s
jednu od kontrolnih tacaka.

Bezier-ove krive tre¢eg stepena imaju 4
kontrolne tacke. Kriva prolazi kroz prvu i poslednju.

By .

Uocimo da su kontrolne tacke svakog By "8,
Bezier-ovog segmenta razlicite od kontrolnih

taCaka splajna. Na slici, to su, recimo, tacke Vo, V4, V2, V3. Pri tome, Bezier-ov
segment (a samim tim i rezultujudi splajn) prolazi kroz tacke Vo, Vs.

Znamo da se Bezier-ov segment moze analiticki izraziti u funkciji svojih kontrolnih
tacaka Vo, V1, V3, Vs.
\2elimo, takode, da ga izrazimo u funkciji kontrolnih tacaka splajna, Bo, B4, B>, Bs. /
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Splajn kao linearna kombinacija B(aznih)-

splajnova

Polazimo od ranije izvedenog rezultata da je Bezier-ov polinom treceg stepena,
sa kontrolnim tackama Vo, V34, V2, V3 oblika

p(t) = (1—t)°V, +3t(1-1)°V, +3t* A1)V, +tV,

i da za kontrolne tacke Vo, V4, V2, V3 vazi da se mogu izraziti kao

1,2 1 1,2 1 1 2 1
VO ZE(EBl-FgBO)-FE(gBl-FgBZ)ZEBO +—Bl+—82

3 6
\'A =§Bl+%82
V, =§Bz+%81
V, =%(§ Bz+%Bl)+%(§Bz+%B3) :%Bl+§Bz+%B3
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Splajn kao linearna kombinacija B(aznih)-

splajnova

Uvrstavanjem i odgovaraju¢im grupisanjem, uz izmenu oznaka u kojoj sada
kontrolne tacke splajna oznacavamo sa Po, P4, P2, Ps (radi uskladivanja sa dalje
koriS¢enom standardnom notacijom), dobijamo

P(t) =%(_t3 +3t° —3t+1)R, +%(3t3 —6t° +4)R, +%(—3t3 +3t* + 3t +1)P, +%t3P3
Sto je izraz za (jedan) Bezier-ov segment splajna u obliku linearne kombinacije

b(aznih)-splajnova, a sa koeficijentima koji su jednaki kontrolnim tackama splajna
koje kontroliSu posmatrani segment.

Dakle, p(t) - B0,4Po + Bl,4Pl + B2,4'32 + B3,4P3
pri cemu je 1 1
B,.(t) = g(—t3 +3t°=3t+1), B, (t)= g(3t3 —6t° +4)

B,,(t) :%(—3t3 +3t°+3t+1),  B,,(t)= %tB
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Splajn kao linearna kombinacija B(aznih)-
splajnova

Matricni zapis izraza

p(t) :%(_ts +3t° =3+ +%(3tg ~6t° +4)R +%(—3t3 +3t2 +3t+1)P, +%t3P3

je (-1 3 -3 1][¢t
1 3 -6 0 4|t
y==[P, B, P, P
p(t) 6[0 1 M 3] _3 3 3 1|t
1 0 0 0f1)

(Napomena: navedena matri¢na forma se nekad navodi u transponovanom obliku.)

™~
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Splajn
kao linearna kombinacija B-splajnova

Do izraza za bazne funkcije (b-splajnove) dosli smo geometrijski, i to za kubni splajn.
UopsStenje ovog pristupa, i generisanje baznih splajnova proizvoljnog reda
moguce je koriséenjem rekurentnih formula:

t—t
Bk,d (t)ZL : jBk,dl(t)+
5, (1) = {1 t <t<t_, t

k+d-1 1:k

0  otherwise t . —t
[t = jBkﬂ,dl(t)

k+d 1:k+l

e Rekurentna veza pocinje B-splajnovima prvog reda (d=1) i gradi
splajnove viseg reda.

e Splajn 4-reda je linearna kombinacija polinoma treceg stepena. Ovaj
splajn (reda d=4) nam je najinteresantniji.

e QOvaj algoritam poznat je kao Cox - de Boor algoritam.




Uniformni kubni B-splajnovi

e Cvorovi uniformnog kubnog B-splajna su na jednakom
medusobnom rastojanju — uzimamo da su

(-3,-2,-1,0,1,...,n+1)

e Svaka bazna funkcija (B-splajn) je razlicita od nule za vrednost
parametra t u intervalu duzine d (d je red splajna).

e Bazna funkcija kubnog splajna je razlicita od nule na intervalu
duzine 4; svaka zavisi od vrednosti 4 cvora.

e Vazna osobina baznih funkcija istog reda je da se jedna od druge
mogu dobiti translacijom:

By o(t)=Byy1,q(t+1)




B, ; graficki prikaz b-splajnova prvog reda

BO1

2,8
2,6
2.4
2,2
1,2
0,8
0,6
0,4
0,2
0,2
0,4
0.6
0.8

B21
12 1

08
S06-
2 04 1

02

-0,8
0,4

-3
-2,8
-2,6
-2.,4
-2,2

-2
-1,8
-1,6
-1.,4
-0,6
-0.4
-0,2

0,2
0,6
0.8

B11

127

081
061
204 1

021

0
%W%W%’Lb"b{b ‘L\%\Q)\b&,\'lz \Q%QQ)QVQ‘L QQ'LQB‘QQ)Q% \

t

B31
121

08 1
5061
5041

02 1

0,2
1

2,4
2,2
-1.6
-1,4
0.4
0.6
0.8

-2,8
-2,6
-1,2
-0,8
-0,6
-0,4
-0,2
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B, ; analitickiizraz b-splajnova prvog reda

=

Bo1(u) = iftg <u < ty,implying 0 <wu <1
OV ™ 0 otherwise

e

L ift; <u <ty, implying 1 < u < 2
Bia(u) = { 0 otherwise

=

Bay(u) = if to < wu < t3, implying 2 < u < 3
21879 0 otherwise

=

B (u) = if ts < u < ty, implying 3 < u < 4
SV 70 00 otherwise




B, , analitickiizraz b-splajnova drugog reda

u — 1o fo —u
B[}}Q(?_L) — tl — IL.O ngl(u) + tz — tl

= uBp(u)+ (2 —u)By(u)

Blal(-u.)

U — tl

ts —u
Bia(u) = p—p-Bua(u)+3—Baa(u)

= (u—1)Biai(u)+ (3 —u)Bai(u)

u — fg

g —u
Bg?g(u) = f2— 1, 82,1(“) + tf — 7, B3’1(-u.)

= (u—2)Bai(u)+ (4 —u)Bs1(u)




B, , analitickiizraz b-splajnova drugog reda

B[]jg (’IL] — ul(ﬁguil) -+ (2 — u’)]‘(liﬂi2}

Bia(u) = (u—1)11<uc2) + (3 — u)l(a<ucs)

Bz;(“) = (u — 2)1(2§u<:3) + (4 — u)l(Sﬂu{al)

Aq...‘....-.....
G
C
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B, 5 graficki prikaz b-splajnova treceg reda

B0,3

wwwwwwwwwwwwww

N N NN
o

Y9+ 99909

NSO @
O O O O

B13

[(t+3) ~3<t<-2
_2tP—6t—-3 -—-2<t<-1
t° —1<t<0




B, , graficki prikaz b-splajna cetvrtog reda

B 0,4

0,7 1
0,6 1
0,5 1
2 04 -
S 0,3 A
0,2 1
0,1 1

2,4 3

2,2 1

2,6 3
-0,4 3
0,2
0,4 -
0,6
0.8

0,8
-0,6 -
0,2 ]




B, , analiticki izraz b-splajna Cetvrtog reda

(t+3) —3<t<-2

3 2
_ _ _ _ _2<L _
BM(t):L 3t3 152t 21t-5 -2<t<-1
' 6| 3t +3t"-3t+1 -1<t<0
(1-t)’ 0<t<1

(Podsetimo se: ovde su posmatrani ¢vorovi -3, -2, -1, 0.)
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Uniformni B-splajnovi cetvrtog reda

(treceg stepena)

e

Bl,4 BZ,4 B3,4 B4,4 B5,4 B6,4

B0,4

L'y
Ge'y

co'
e'
56'
o'
52'
6'T
SS'T
2T
80
50
ST'0
2'0-
G5'0-
6'0-
GZ'T-
9'T-
G6'T-
£'z-
59'z-

0,4 -
0,3
0,2 -
0,1

0,7
0,6 -
0,5




Kriva kao linearna kombinacija B-splajnova

0,25 A

0,2

0,15 ~

MW MW O W o W N W LWNLW O LW © W MW F W~
C N 2 d N o do R 40 N7 A2ew Q9 M <
T c T o o i N o o <

t

Da bismo predstavili vrednosti proizvoljne splajn funkcije,
\ bazne splajn-funkcije mnozimo vrednostima datih kontrolnih tacaka i sabiramo.




Uniformni B-splajnovi cetvrtog reda

* U svakoj tacki t postoje 4 ne-nula bazne funkcije (B-
splajna).
e Svaka od tih funkcija je translirana verzija funkcije B, ,

e Na intervalu 0<t<1

* Uzimamo Cetvrti podsegment krive B, ,
 Uzimamo treci podsegment krive B, ,
e Uzimamo drugi podsegment krive B, 4
* Uzimamo prvi podsegment krive B;,




Bazne funkcije na intervalu [0,1]

X(t) = BB, 4(t) + BB, ,(t) + BB, ,(t) + BB, ,(1)
" p-3t+32—t%)
1| +P(4-6t7 +3t°)

6|+ P,(1+3t+3t? —3t°)
+P, t3)

(Navedeni polinomi su ham poznati,
izveli smo ih koristeci geometrijski pristup!)

/




Uniformni B-splajn na [0,1)
o Cetiri kontrolne tac¢ke su potrebne da bismo definisali krivu

na intervalu 0<t<1

e Vrednosti baznih funkcija su u zbiru jednake 1 za svaku
vrednost t, i sve su pozitivne.

o Kriva je sadrzana u konveksnom omotacu datih kontrolnih
tacCaka.

e Matri¢na forma (koju smo takode vec naveli u vezi sa
geometrijskim izvodenjem) rezultujuceg splajna je
-1 3 -3 1]t
3 -6 0 4|t°
-3 3 3 1
1 0 0 0|1

1 -
x(t>=g[Po P P P




Uniformni B-splajn na proizvoljnom intervalu

e Interval [i,i+1) posmatramo isto kao i interval [0,1)
e Vrednost parametra pomeramo za i
e Koristimo odgovarajuci skup kontrolnih tacaka.

e Da bismo izracunali vrednost uniformnog kubnog B-splajna
u proizvoljnoj vrednosti parametra t:
e Odredimo najveci ceo broj i koji je maniji ili jednak sa t

* |zraCunamo: 3
X (t): Z Pi+k Bk,4(t - i)

k=0

e Dozvoljene vrednosti parametra t su 0<t<n-3, gde je n broj
kontrolnih tacaka.




