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Bezier-ove krive

e Bezier-ove krive aproksimiraju funkciju, za razliku od
prethodno pomenutih (Lagrange-ov i Hermite-ov
polinom) koje interpoliraju vrednosti funkcije.

* Bezier-ova kriva prolazi kroz dva data cvora, koji
odreduju njenu pocetnu i krajnju tacku. Osim toga,
oblik Bezier-ove krive odreduju kontrolne tacke, kroz
koje kriva ne prolazi.

e Usredsredi¢emo se na Bezier-ovu krivu treceg stepena
— za nju je karakteristicno postojanje dve kontrolne
tacke (uz dva cvora).




Bezier-ove krive
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Primeri Bezier-ovih krivih koje su odredene ¢vorovima bo i bs,

i kontrolnim tackama b1 i bs.




Bezier-ove krive

Interpolacioni polinomi

e Geometrijski pristup:
Aitken-ov algoritam

e Algebarski pristup:
Lagrange-ova polinomna
baza

e Diferenciranje i tangente:

Hermite-ovi polinomi

Aproksimirajuci polinomi

e Geometrijski pristup:
de Casteljau-ov algoritam
e Algebarski pristup:
Bernstein-ova polinomna
baza

e Diferenciranje i tangente:
veza sa Hermite-ovim
polinomima




Geometrijski pristup:
de Casteljau-ov algoritam

t=.25 t = .50 t=.73

llustracija konstrukcije
Bezier-ove krive treceg
stepena de Casteljau-ovim
algoritmom:

uzastopna primena linearne
interpolacije na tri nivoa.




Geometrijski pristup:
de Casteljau-ov algoritam

e de Casteljau-ov algoritam se zasniva na uzastopnoj primeni
linearne interpolacije.

1. Zac¢vorove bg i bz i kontrolne tacke b, i b, (koji su na nultom nivou
interpolacije) generise niz od 3 pravolinijska segmenta koji redom
povezuju susedne medu njima.

2. Uslede¢em koraku primenjuje se linearna interpolacija izmedu
odgovarajucih tacaka susednih segmenata. Ovo je prvi nivo
interpolacije, oznacen gornjim indeksom 1. Generisu se dva nova
pravolinijska segmenta za svaki par odgovarajudih tacaka — tacaka
kojima odgovara ista vrednost parametra (t).

3. U sledecem koraku se formira jedan pravolinijski segment,
linearnom interpolacijom izmedu odgovarajucih tacaka segmenata
prethodnog nivoa. Ovo je drugi nivo interpolacije.

4. Na poslednjem — trecem — nivou linearne interpolacije odreduje se
taCka koja pripada prethodno formiranom segmentu, a kojoj
odgovara vrednost parametra (t) zajednicka za sve prethodne korake.




Geometrijski pristup:
de Casteljau-ov algoritam

De Casteljau Recurrence Relation

b?lzt::l = b;.
bi(t) = (1 —t)[bf~'(t)] + ¢[b5'(t)].

by b b3 b3 Hijerarhija u koracima primene linearne
\‘*b[]]‘/ \“b}“/ \“bé‘/ interpolacij_e u okviru de Casteljau-ovog algoritma.
N YN Uoznaci ! donji indeks i oznacava element (tacku)
bﬁ\‘ /b"f koji u€estvuje u interpolaciji, a gornji indeks j oznagava

nivo primene (rekurzivnog) algoritma.
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Bezier-ov polinom (drugog stepena)

u kanonickoj formi

Uzastopnom primenom rekurzivne formule
dobijamo Bezier-ov polinom u kanonickoj formi.

bl(t) = by,
b; (t) = (1 —t)[b(t)] + t[bi, ,(t)]
= (1 — t)b; + th;s Prvi nivo rekurzije

= b; +t(b;y; — by).

b (t) = (1 —t)[bj(t)] +t[bi,(t)]
= (1 —t)[b; +1(b; ;1 —b;)] + t[biyy + (b —byyy)]
= [b; +t(biy1 —by)] —t[b; +t(biy1 —by)]
+i[bis + f[-h'_“'” - bi_l]']_ —  Drugi nivo rekurzije
= b + t(biy1 — bi) — thy — t*(b;y1 —by)
+tbhi1 + fz{bi_z — bit1)
= bi + t(2biy1 — 2b;) + t*(bi — 2biy1 + bisa).

—

Bezier-ov polinom

p(t) = bit) = by +(2b; — 2bg) + t*(by — 2b; + bs).
drugog stepena

/




Bezier-ov polinom (treceg stepena)

u kanonickoj formi

by (1) = (1 — )[bt)] + t[bi,(1)]
(1 — t)[b; + t(2b;11 — 2b;) + t*(b; — 2b;y1 + biyo)]
+ t[bis1 + t(2bisz — 2bisy) + t3(bis1 — 2bisn + biys)]
= [bs + t(Zbs1 — 2b;) + t*(b; — 2byy1 + biyo)]
— t[b; + t(2b; 11 — 2b;) + 3(b; — 2bis 1 + biy2)]
+t[bis1 +t(2bisz — 2biy1) + 2 (bis1 — 2biya + biya)]
= b; +t(2biy1 — 2b;) + t3(b; — 2bi 11 + biya)
— th; — t%(2bi 1 — 2b;) — t3(b; — 2bi 1 + biya)
+this1 4 t3(2biyz — 2biy1) + £ (big1 — 2biyz + biga)
= b; + t(3bi11 — 3b;) + t*(3b; — 6b; 1 4+ 3biys2)

+ tali—b,_' + 3bis1 — 3bisa + biga). o

——— Tredi nivo rekurzije

p(t) = by(t) = by + £(3b; — 3by) + t*(3by — 6b; + 3b,)
+ t*(—bg + 3b; — 3b; + by).

Bezier-ov polinom
treeg stepena




Bezier-ov polinom u matricnom zapisu

p(t) = Ct = BMt =

1 -2 1 1
b, b, bL] [[;. 9 _2] [t} Polinom drugog stepena
t‘&

1 -3 3 -—-1]11
. | 0 3 —6 3 t : :
p(t)=Ct=BMt= |by b, by by 0 o0 3 _alle Polinom treceg stepena

| | 0 0 0 1 t3

U oba navedena slucaja, jedan nacin interpretacije je da proizvod matrica BM=C
posmatramo kao matricu koeficijenata Bezier-ovog polinoma, pri ¢emu je matrica M
matrica prelaza iz Bezier-ovog u kanonicki oblik polinoma.

Drugi nacin interpretacije je da posmatramo proizvod B(Mt), pri cemu elementi (vrste)
matrice (kolone) Mt generiSu polinomnu bazu Bezier-ovih krivih, €ija linearna kombinacija
daje sve Bezier-ove polinome odgovarajuceg stepena.

k Ova baza se naziva Bernstein-ova baza.

/




Bezier-ov polinom treceg stepena

Konverzija Bezier-ovog
oblika u kanonicki

cp = by,

c; = —3by +3by,

cz = 3by — 6b; + 3]]2_.

¢z = —by 4+ 3by — 3b: + bs.

1 -3
(111 1] L T g 3
Cp Cy; C2 szhn I3“1 bz b3 0 0
AT B A T

Konverzija kanonickog
oblika u Bezier-ov

by = cqp,

by =co+ (1/3)e,

bz = co + (2/3)e1 + (1/3)c2,
by =cy+ ¢ + 05+ 0y




Bernstein-ova baza

Prethodno izvedene Bezier-ove polinome mozemo napisati i u slede¢em obliku:

b; (t) = (1 — t)[bi{)] + t[bl, ,(t)]
=(1- r}.bf +th,,.

= (1 —t)bj(t) +tb], |(t)

(1 —8)[(1 —t)b; +thip1] +£[(1 —t)biyy + thiya)
=(1—t)*b; +t(1 — t)biyy + (1 — t)biyy +t°byss
(1 —1)*b; 4 2¢(1 — t)biy1 + t¥biya.

by (t) = (1 — t)[bi(t)] + t[bi,(t)]
= (1 —t)[(1 — t)*bs + 2¢(1 — t)bi11 + t7bi 2]
+t[(1 —£)*bis1 + 2t(1 — t)biyz + t°biya]
= (1 —1)%b; + 2t(1 — £)%biy1 + t2(1 — t)biys
+ (1 — t)°biy1 + 2t7(1 — t)biyz + t°biya
= (1 —t)?b; + 3t(1 — t)*bij1 + 3t*(1 — t)bis2 + t*biya.

U svakom od polinoma uoc¢avamo ¢lanove grupisane po stepenima od (1-t) i t.




Bernstein-ova baza

Dakle, oblik Bezier-ovih polinoma do stepena 5 je slededi:

by(t) = (1 —t)bo + th,
bi(t) = (1 —t)*bg + 2t(1 — t)b, + t*by,
b(t) = (1 — t)*by + 3t(1 — )by + 3t3(1 — t)by + t°bs,
by(t) = (1 —t)"bo +4t(1 )by +6¢°(1 — 1) b, B{t) = (n) f(1-t)"", 0<is<n
+4t%(t — 1)bg + t'by, 2
bit) = (1 — t)°bg + 5t(1 — t)*by + 1062(1 — £)°by
+106%(1 — t)bg + 5t*(1 — t)by + t°bs.

Bernstein-ova polinomna baza

Bezier-ov polinom izrazen preko Bernsteinove baze

bit) = (1 —t)*bg + 3t(1 — £)*b; + 3t7(1 —t)bs +t°by n
_1pY : BY\1b. 4 [BY1Th by(t) = 3 [B(t)]b;.
= [B3(t)]bo + [Bi{t)]b1 + [B3(1)]b, + [Bi(t)]bs.




Bernstein-ova baza

1 2
BO Bﬁ Bz
B
Biity=1-t B2(t)=(1—1t)?
Bi(t)=t Bi(t) = 2(1—t)t
Bit)=+*
4 4
Bj B B:
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Bit) = (1—-t)? Bi(t) = (1—t)*
B(t) = 3t(1 —t)® Bi(t) = 4t(1 — )3
Bj.:rj: = 3?2::1 —t) B._}[f] = 6t2(1 — f::-‘
Bi(t) =¢* Bi(t) = 4*(1 —t)

Bi)y =1

Elementi Bernstein-ove polinomne baze, do

stepena 4:

\ my . v )
B;'{r::(,)F'[l—f:”". D<i<n.
) ; )

Osobine Bernstein-ovih polinoma:

1.

Zbir vrednosti polinoma je, za svaku
vrednost t, jednak 1.

Vrednosti polinoma suizmedu 0i 1, za
sve vrednosti t.

Prvi i poslednji polinom na svakom nivou

rekurzije dostizu vrednost 1. Ova
vrednost se moze posti¢i samo za t=0 ili
t=1. Zbog toga polinomom
aproksimiramo, a ne interpoliramo.
Polinomi imaju ne-nula vrednost na
Citavom intervalu [0,1]. Zbog toga je
kontrola Bezier-ovih polinoma globalna.
Najvedi (lokalni) uticaj na oblik krive ima
najbliza kontrolna tacka.

™~
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Osobine Bernstein-ovih polinoma
Rekurzivna definicija

B.E‘:n_(t) — (T;) tz(l - t)nii
1 =0,1,....,n

(T) B -z!(-ﬁn! i)

ondaje By, (t) = (1 —1)Bppn-1(t) +tBr—1-1(t)

Ako je

(1= #)Bpn1(t) +tBr_1n_1(t) = (1—1) (” ; 1)?5:@(1 _ ik t(: Dtk_l(l _ 1=

_(n—1 k(1 — )k n—:l th(1 — gk
(") ()
()Gl

_ (Z)t’f(l — )k

= Bk,n(t)




4 . . . .
Osobine Bernstein-ovih polinoma

Nenegativnost

Bernsteinovi polinomi su nenegativni za 0st <1.
Dokaz indukcijom:

1. Indukcijska baza: Bo,l(fi) —1—t i By(t)=t su nenegativni za 0<t <1.

2. Indukcijska hipoteza: Svi Bernstein-ovi polinomi stepena manjeg od k su nenegativni.

3. Indukcijski korak: Bernstein-ov polinom stepena k je nenegativan.

Kakoje  Bip(t) = (1 —1)B;p—1(t) +tBi—1 1-1(t)

i svi navedeni ¢lanovi ovog polinoma su nenegativni (Sto sledi iz indukcijske hipoteze,
K i ¢éinjenice da je 0<t<1), tvrdenje je dokazano.




Osobine Bernstein-ovih polinoma
Zbir baznih Bernstein-ovih polinoma je jednak 1.

ke _
MoZe se pokazatidaje > "B, ;(t) = > Bji1(t) koristedi rekurziju i
' ' B j—1(t) = B_1 p—1(t) =0
Dokaz: By
Z B; (1) Z (1 =1)Bj—1(t) + tBi—1 1—1(t)]
1=0 i=0
k—1
= (1—=1) | > Big-1(t) + Brp-1(t)| +1 ZB; 1k—1(t) + Bop p-1(t)
=0

k—1 k
—(1-1) Z Bij_1(t)+1 Z Bi 1p1(1)
- -
=(1-1) Z Bij_1(t) +1 Z B j—1(t)
. i=0 i=0
= Z B p—1(t)
1=0




Osobine Bernstein-ovih polinoma
Zbir baznih Bernstein-ovih polinoma je jednak 1.

Dalje je

n n—1 n—2 1
ZB-Z'..'R(U - ZBim-—l(t) - ZB-Z'..'R-—Q(U - = ZBz‘.,l(t) = (1-t)+t =1
1=0 1=0 1=0 1=0

Iz prethodnog vaznog tvrdenja sledi da je
P(t) — PUBU}n(tJ + PlBl:n(tJ T P-H-Bn-;n. (t)

konveksna kombinacija tacaka Pg, P, ..., P,

odnosno, da sve vrednosti posmatranog polinoma pripadaju konveksnom omotacu
posmatranog skupa tacCaka.

- /




Osobine Bernstein-ovih polinoma
Povecanje stepena polinoma

Kako vazi

tBin(t) = ( )t*“(l — )

(1 —t)Bin(t) = (T;) t'(1—t)n i

T
2
n—i+1
= THB?:H,n.Jrl(t) = ﬁBi:n—l—l(tJ
(i)
1+ 1
- B?, n t
B +1(t)
. . . 1 . 1 n—i i+1 n—(i+1)
zaklju¢ujemo da je 7y Bin() + 75 Bira () = #1(1 = )" + 4771 (1 = 1)
(7) )
=t — )" (1L —t) + 1)
— t?’(l o t)’n—@'—l
1
= Bin-1(t)

(")
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Osobine Bernstein-ovih polinoma

Povecanje stepena polinoma

Konacno, potvrdujemo da se svaki Bernstein-ov polinom stepena manjeg od n moze izraziti
koris¢enjem Bernsteinovih polinoma stepena stepena n.

1 1
—Bi-.fn. t TBé n t

i+1

n—1 1+ 1
— Bz’-’n.t Bi- fn,t
(") Biat)+ () Bty




4 ™
Osobine Bernstein-ovih polinoma

Transformacija u kanonicku formu

Koristeci definiciju Bernstein-ovih polinoma i formulu za binomni razvoj, dobijamo:

Bi.n(t) = (Z) th(1 — )nk

n—k

(5 ()

Ovo je izraz za Bernstein-ov polinom stepena n u kanonickoj (monomnoj) bazi.

- /
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Osobine Bernstein-ovih polinoma
Transformacija iz kanonicke forme

Dokaz da se svaki element monomne baze moze prikazati kao linearna kombinacija
elemenata Bernstein-ove baze moze se izvesti indukcijom:




4 . .
Osobine Bernstein-ovih polinoma

Diferenciranje

Izvod Bernstein-ovog polinoma je linearna kombinacija Bernstein-ovih polinoma.

d
EBk}ﬂ_(t) = n(Br-1n-1(1) — Bkm-—l(t))

Dokaz:

d o d T Je /- n—l
aBk,n(t} — a (k)t (1 o t)

- k!(j Tf k)!tk_l(l — 1" ;Ef&n_ _k);z!! th(1—)nht
nin —1)! L . nin — 1) _ o
~ et 0 g St a0
n—1 ‘ 1 e (n _ 1)1 » o
- ((k —(1)!(n)— ot O e 0 1)

=n (Bk—lgn,—l (t) — Bk,n—l(t))
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Osobine Bernstein-ovih polinoma

Baza vektorksog prostora

Bernstein-ovi polinomi stepena n obrazuju bazu vektorskog prostora polinoma
stepena ne veceg od n.

1. Skup Bernstein-ovih polinoma stepena n je linearno nezavisan.
2. Svaki polinom stepena ne veceg od n moze se prikazati kao linearna kombinacija
Bernsteinovih polinoma stepena n.

U dokazu ovih tvrdenja koristi se Cinjenjica da skup monoma stepena ne veceg od n

predstavlja bazu skupa (vektorskog prostora) svih polinoma stepena ne veceg od n.

Takode, svaki element ove baze moze se prikazati kao linearna kombinacija

Bernsteinovih polinoma.

Konacno, na osnovu linearne nezavisnosti elemenata monomijalne baze, i izraza

kojima se Bernstein-ovi polinomi prikazuju kao linearna kombinacija ove baze
Kpokazuje se da su Bernsteinovi polinomi linearno nezavisni. /




4 . . . . - N
lzvodi Bezier-ovih polinoma i njihova veza

sa Hermite-ovim polinomima

Polinom treéeg stepena i njegov izvod su:

| p— o 2 :] v . . .o . e
P(t) = €o + €1t + €3t” + cat”, Uvrétavanjem koeficijenata u izvodnu funkciju

v(t) = p(t) = 1 + 2eat + 3eat”. dobijamo:

VI:S:] =) + 2cat +3E:;ZE
Pri tome, koeficijenti polinoma = (3b; — 3bg) + 2(3bg — 6b; + 3ba)t + 3(—bg + 3b; — 3ba + b )t
u funkciji kontrolnih tacaka su:

b U krajnjim taCkama, vrednosti izvoda su:
Cnp = .

c; = 3b; — 3bg,
Cz = Sbu — Gb] + 3]]13,
Cq = —b[] + Sbl — 3]]2 +b3

v(0D) = (3by — 3bg) + 2(3bg — 6b;y + 3b2)(0)
+ 3(—bp + 3by — 3ba + b3)(0)?
= 3(by — by),

v(1) = (3b; — 3bg) +2(3by — 6b; + 3by)(1)
+3(=bg + 3b; — 3b, + by)(1)?
= 3]][ - 3]:![] -+ E.Ibﬂ - lgb] + fjhﬂg - 3]3[_; =+ Qb] - ghﬂg + 3]33

K = 3(bs — ba). /




lzvodi Bezier-ovih polinoma i njihova veza

sa Hermite-ovim polinomima

e Uocavamo vaznu osobinu kontrolnih tacaka Bezier-ovog
polinoma:

e Tangenta na polinom u pocetnoj tacki (t=0) ima pravac vektora
odredenog prvim dvema kontralnim tackama, bs-bo.

e Tangenta na polinom u krajnjoj tacki (t=1) ima pravac vektora
odredenog poslednjim dvema kontrolnim tackama, bs-b,.

e Ovim uloga dveju “srednjih” kontrolnih tacaka Bezier-ovog
polinoma treceg stepena dobija geometrijski smisao: dok prvai
poslednja kontrolna tacka pripadaju krivoj, druga i treca
pripadaju, redom, tangentama na krivu u pocetnoj i krajnjoj tacki.

e Ovim je jasno uspostavljena bliska veza izmedu Bezier-ovog i

Hermite-ovog polinoma.




Veza Bezier-ovog i Hermite-ovog polinoma

Veza izmedu kontrolnih tacaka Bezier-ove krive i
vrednosti funkcije i izvoda (Hermite-ova forma):

Po = by,

v = 3(b1 — byg),

vy =3(by —by), Veza izmedu Hermite-ove i
p1 = ba.

Bezier-ove forme

Veza izmedu Hermite-ove i Bezier-ove forme: v,=3(b,-b,)

by = po.
b1 = po + (1,/3)va,
bz = p1 — (1/3)v1,

bs = p1.




Visi izvodi Bezier-ovog polinoma

Drugi izvod (ubrzanje) Bezier-ovog polinoma treceg stepena je:

a(t) = 2cy + beat
= 2(3bp — 6b; + 3]:!2} + f.l[ —bp + 3b; — 3b: + bt
= ll:f.ihu —12b; + 'ﬁbz} + {—Gbn + 18b; — 18b; + ﬂb:]:]t.

U prvoj i poslednjoj kontrolnoj tacki ubrzanje je:

a(0) = (6by — 12b; + 6b,) + (—6by + 18b, — 18b, + 6by )0
= 6bg — 12b; + 6bs.

a(l) = (6bg — 12by + 6b2) + (—6by + 18b; — 18bs + 6bg)1
= 6b; — 12bs + 6ba.




Visi izvodi Bezier-ovog polinoma

Koriste¢i oznaku di = bi;1 —bi, dobijamo

a(0) = 6by — 12by + 6b, = 6b, — 6by — 6b,; + 6b,
=6((b2 —by) — (b1 —bqg))
= 6{d; —dq),

a(l) = 6b; — 12by + 6by = 6b; — 6by — 6by + 6by
=6 ((bs —by) — (by —by))
= 6(d2 — d;).

Uocimo:

n-ti izvod Bezier-ovog polinoma u svakoj od krajnjih tacaka polinoma potpuno je
odreden pomocu n+1 najblizih kontrolnih tacaka.

Promenom (pomeranjem) i-te kontrolne tacke uticemo na vrednosti i-tog i visih,
ali ne i nizih!, izvoda u pocetnoj tacki polinoma. Analogno ponasanje uo¢avamo i
u krajnjoj tacki polinoma.




