Polarne, cilindricne, sferne

koordinate

3D Math Primer for Graphics & Game Development




Polarni koordinatni sistem

2D polarni koordinatni sistem ima koordinatni
pocetak (pol), koji predstavlja centar
koordinatnog prostora.

*Polarni koordinatni sistem ima samo jednu osu,

koja se naziva polarna osa. Predstavljamo je kao

polupravu sa pocetkom u polu.

*Polarna osa se uobicajeno poklapa sa pozitivhim
smerom x-ose pravouglog koordinatnog sistema.
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Polarni koordinatni sistem

*Polozaj tacke u pravouglom Dekartovom
koordinatnom sistemu opisujemo dvema
vrednostima — rastojanjem (sa predznakom)
tacke od koordinatnih osa.

*Polarne koordinate opisuju rastojanje i ugao.
*Uobicajeno je da se rastojanje oznacava sa r
(radius), a ugao sa 0.




Polarni koordinatni sistem

*Koordinatni par (r, ©) za tacku u 2D prostoru
ozhacava polozaj opisan na sledeci nacin:

1.Polazeci iz koordinatnog pocetka, i gledajuci u
smeru polarne ose, rotiraj za ugao 0. Pozitivna
vrednost ugla podrazumeva rotaciju u smeru
suprotnom kretanju kazaljke na satu.

2.Pomeri se od koordinatnog pocetka za rastojanje r.







Primeri polarnih koordinata tacaka
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Polarni koordinatni sistem

*Koordinatne linije su skupovi tacaka koje
dobijamo fiksiranjem vrednosti jedne koordinate,
za sve raspolozive vrednosti druge koordinate.

*U Dekartovom koordinatnom sistemu to su

prave ortogonalne na jednu od koordinatnih osa.
*U polarnom koordinatnom sistemu koordinatne
linije su kruznice (za fiksnu vrednost r), i
poluprave koje polaze iz koordinatnog pocetka
(za fiksnu vrednost 0).




Polarni koordinatni sistem

Nekoliko pitanja o vrednostima koordinata, u
vezi sa njihovom jednoznacnoscu:

1. Moze li radijalno rastojanje r biti negativno?

2. Moze li 8 uzimati vrednosti van intervala [-180°, 180°]?

3. Da li tackama koje pripadaju pravoj koja sadrzi polarnu osu, ali
nisu tacke polarne ose (“negativni deo x-ose”) opredeljujemo
vrednost ugla 0 koja je +180° ili —180°?

4.Koje polarne koordinate odgovaraju koordinatnom pocetku?
Jasno je da je radijalno rastojanje r=0, ali ugao nije jednoznacno
odreden.




Nejednoznaénost polarnih koordinata -
Aliasing

|spostavlja se da za svaku tacku postoji beskonacno
mnogo parova vrednosti polarnih koordinata koje opisuju
polozaj te tacke.

*Na engleskom, ovo viseznacnost se naziva aliasing.
*Uocimo da svaki koordinatni par opisuje samo jednu
tacku ravni (2D prostora).

*Ova pojava ne postoji u Dekartovom pravouglom
koordinatnom sistemu. Korespondencija izmedu tacaka i
koordinatnih parova je, u Dekartovom koordinatnom
sistemu, obostrano jednoznacna.




Viseznacnost u polarnom koordinatnom
sistemu

*Koordinatni parovi koji su razliciti, a odgovaraju
istoj tacki su oblika (r, © + 2kmt), za ceo broj k.

*Ukoliko dozvolimo negativne vrednosti r, koje

predstavljaju kretanje u suprotnom smeru od
smera radijalne ose i njenih rotacija, onda su svi
razliCiti zapisi koordinata tacke (razlicite od
koordinatnog pocetka) oblika
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Kanonicke polarne koordinate

Da bismo izbegli nejednoznacnost, uvodimo
konvencije (ogranicenja) kojima definisemo
kanonicki oblik polarnih koordinata tacke:

r>0

—180° < 6 < 180°

r=0 = 6=0

Polarne koordinate tacke uvek mozemo izraziti u
kanonickom obliku.




Transformacija iz polarnih u pravougle
koordinate tacaka ravni

Veza izmedu polarnih koordinata (r, 0) i
odgovarajucih pravouglih koordinata (x, y) date
tacke je data formulama
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Transformacija pravouglih koordinata u
polarne koordinate tacke u ravni

*Opredeljujemo se za kanonicke polarne
koordinate tacke (u protivnhom, odgovor nije

jedinstven).
*Tada je
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Transformacija pravouglih
koordinata u polarne koordinate

*Za x = 0, deljenje nije definisano.
*VVrednosti funkcije arctg su u intervalu (—90°, +90°).
*Koriséenjem vrednosti y/x umesto vrednosti x i y,

ignorisemo korisnu informaciju.
*U zavisnosti od znaka x i y, tacka sa koordinatama (x,y) nalazi
se u jednom od Cetiri kvadranta. Deljenjem svodimo polozaje
na samo dva kvadranta.

*\Vodeci racuna (i) o predznaku pravouglih koordinata
(polozaju tacke u koordinatnom sistemu), odredujemo
odgovarajuce polarne koordinate.




Polarne koordinate — uopstenje u 3D

Najcesce koriscena uopstenja polarnih
koordinata u 3D prostoru su

1. Cilindricne koordinate
—Koriste 1 ugao i 2 rastojanja

2. Sferne koordinate
—Koriste 2 ugla i 1 rastojanje




Cilindricne koordinate u 3D prostoru

Pozicija tacke opisana je
cilindricnim koordinatama
(r, ©, z) tako Sto ri © imaju
isto znacenje kao kod
polarnih koordinata, a z
predstavlja (vertikalno)
pomeranje u pravcu z-ose.




Sferne koordinate u 3D prostoru

Sferne koordinate (kao i polarne i cilindricne) definisu
polozaj tacke u prostoru koristeci ugao i rastojanje.
Sferne koordinate, medutim, polozaj tacke opisuju
pomocu pravca koji definisu dva ugla.

Sferni koordinatni sistem ima dve polarne ose:
1.Prva polarna osa je horizontalna i odgovara polarnoj osi 2D
polarnog koordinatnog sistema, odnosno pozitivnom smeru x-
ose u pravouglom koordinatnom sistemu;
2.Druga polarna osa je vertikalna i odgovara pozitivnom smeru
z-0se u pravouglom koordinatnom sistemu.




Odredivanje polozaja tacke sa
koordinatama (p, 6, ¢)

1.Pocetni polozaj je u koordinatnom pocetku, sa orijentacijom u
smeru horizontalne polarne ose. Vertikalna polarna osa usmerena je
direktno navise.

2.Sledi rotacija u smeru suprotnom kretanju kazaljke na satu za ugao
0.

3.U ovoj poziciji posmatramo rotaciju vertikalne polarne ose-
poluprave sa osnovnim polozajem navise. Rotiramo je za ugao
(odreden veliCinom i smerom) ¢.

4 .Vertikalna osa je ovako dovedena u polozaj odreden uglovima 6, ¢.
5.Na ovom pravcu odredujemo tacku na rastojanju p od
koordinatnog pocetka. Dobijena tacka ima sferne koordinate (p,0,d).
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Umesto r koristimo
za radijalno rastojanje
kod sfernih koordinata

Napomena:
oznaku p



Viseznacnost sfernih koordinata (Aliasing)

*Ocigledan nacin da se dobiju razlicite sferne
koordinate iste tacke 3D prostora je da se
uglovima dodaju celobrojni umnosci od 360°.

*Postoje jos dva “izvora” viseznacnosti. Oni su
posledica medusobne zavisnosti koordinata.




Viseznacnost i singulariteti

*Kao i u 2D, viseznacnost sfernih koordinata
moze nastati i kao posledica promene predznaka
radijalnog rastojanja i koris¢enja odgovarajuceg
ugla.

*Singularitet (kao i u 2D) postoji u koordinatnom
pocetku: ako je radijalno rastojanje jednako nulj,
vrednosti oba ugla su irelevantne.




Viseznacnost i singulariteti

*Ne samo da postoje razliCite vrednosti
pojedinacnih koordinata koje odgovaraju
uglovima, a koje opisuju poziciju iste tacke —
postoje i razlicite kombinacije uglova koje opisuju
poziciju iste tacke.
Primer: (p,0,9) i(p, 6+180°, 360°—¢) oznacavaju
polozaj iste tacke.

*Singularitet nastaje kada je ¢ = 0. Orijentacija
koja je ovim opisana je vertikalna (navise ili




Kanonicki oblik sfernih koordinata

*Postavljanjem ogranicenja na vrednosti
koordinata definiSemo kanonicke sferne
koordinate, za koje vazi da su u jednoznacno
odredene za svaku tacku 3D prostora:

1.Ugao ¢ pripada intervalu [0, .
2.Ako je =0 ili =1, smatramo da je 6=0.
3.Ako je p=0, smatramo da je 6=0 i ¢=0.
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lzracunavamo z

1z pravouglog trougla
sa hipotenuzom p (na
slici oznacena sar) i
katetama r (na slici d) i

z, zakljucujemo da je
z/p = cos ¢, odnosno
Z = pcos o¢.

Takode, r = psing




lzracunavamo x i y

*U horizontalnoj (xy-) ravni posmatramo
polarne koordinate.
*Radijalno rastojanje je oznaceno sar.

*Tadajex=rcos O, y=rsin0.




" Veza izmedu sfernih i pravouglih
koordinata

Sferne koordinate tacke (x,y,z) su definisane
jednacCinama
Xx=psindcosO

y=psin®dsinO
Z=pcos P




‘Sferne koordinate (p,0,®) koje odgovaraju
pravouglim koordinatama (x,y,z)

*Za slucaj kada je (x,y,z) #(0,0,0), dobijamo

p=rX2+Yy2+72
*Ugao O racunamo na isti nacin kao u slucaju 2D

polarnih koordinata, koristeci da je Y _tg0
X

*Koristimo informaciju o predznaku koordinata x
| y, pri odredivanju vrednosti ugla ©.

*Konacno, iz jednacine £ —cos¢ dobijamo
vrednost ugla ¢.




