Transformacija baze vektorskog

prostora

Matematika za inzenjersku grafiku




/apazanja:

* (Linearna) transformacija postoji nezavisno od matrice kojom je

prikazana .

* Ako je linearna transformacija prikazana matricom, podrazumeva
se da smo se opredelili za bazu polaznog, i rezultujuCeg,
vektorskog prostora — kolone matrice su transformisani vektori

polaznog prostora, izrazeni u bazi drugog prostora.

* Dakle, jednu istu linearnu transformaciju mozemo prikazati
razliCitim matricama — svakom izboru baze prostora odgovara

jedna matrica.

* Promena izbora baze menja matricu linearne
transformacije, iako ne menja samu transfomaciju!




Pitanje:

Ako se ista linearna transformacija moze prikazati pomoéu vise
razliCitih matrica, prirodno je oCekivati da medu tim

matricama postoji neka veza.

Dakle, pitanjeje:

Kakva veza postoji izmedu razliitih matrica koje
realizuju istu linearnu transformaciju (u odnosu na

razliCite baze prostora)?




Motivacija... ili zapazanje ©

Ukoliko smo u mogu€nosti da imamo na raspolaganju sve
razliCite matrice koje realizuju istu transformaciju, odnosno
da znamo kakva veza postoji medu tim matricama i kako da
neke od njih generisemo polazeCi od nekih drugih, to znaCi
da smo u prilici da biramo pogodne matrice
transformacija, umesto nekih manje pogodnih.

UoCimo da mozemo reCi i da moZzemo da biramo — ili, da

menjamo — bazu Vektorskog prostora.




4 ™
Kako se menja matrica transformacije

pri promeni baze vektorskog prostora?

Posmatrajmo vektorski prostor Vi linearnu transformaciju T7:v -V.

Posmatrajmo dve razliCite baze vektorskog prostora V' :
={b,b,,...0,} i C={c,c,,..C.} .

Neka [T], oznaCava matricu transformacije T u odnosu na bazu B.

Neka [T]. oznaCava matricu transformacije T u odnosu na bazu C.

Dalje, oznaCimo sa: V posmatrani vektorski prostor, sa bazom B;

V. posmatrani vektorski prostor, sa bazom C.

Dakle, u prostoru Vg koristimo matricu [T]B da prikazemo T V, >V,
u prostoru V¢ koristimo matricu [T ]c da prlkazemo T V —>V

- /
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Svaka od matrica transformacija se formira tako sto njene kolone odredimo
Kao slike vektora baze, T(b),T(b,),...,T(b,), odnosno T(c,),T(c,),....T(c,).

| | | | | |
Dakle: [T]B{T(bos T(b) - T(bn)B], [T]C{T«a)c TE)e ~ T
| | | e

Y T
Sema posmatranih transformacij a: V S — VB
T—posmatrana transformacqa T | \L |

I — identiCko preslikavanje, 1(v)=[l]-v=v T
VC VC
Posmatramo:

| :V, >V, | :V, -5V, Ovo su identiCka preslikavanja,jer ne menjaju vektore,

(V) =V (V) =V veC samo naCin njihovog zapisivanja.

Za svaki vektor veV je T(V)=1oTeol(v).
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Kolone matrice [l ]BC

Kolone matrice [I ]CB

Ako navedenu kompoziciju transtormacija realizujemo kao proizvod

odgovarajuCih matrica transformacija, vodeCi raCuna o tome da koristimo

razliCite baze prostora, dobijamo:

[T]C = [I ]BC '[T]B '[I ]CB

pri Cemu je

| ac - Matrica prelaska sa baze B na bazu C;

| - matrica prelaska sa baze C na bazu B.
" ICB

su vektori baze B (transformisani identiCkim

su vektori baze C (transformisani identiCkim

preslikavanjem), izrazeni kao lin. kombinacija baze C.

preslikavanjem), izrazeni kao lin. kombinacija baze B.

/
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To znaCi da su matrice prelaska sa jedne baze prostora na drugu

sledeéeg oblika:

[I]BC = [bl]c [bz]c [bn]c , [I]CB: [Cl]B [CZ]B [Cn]B :
| | - N | |

Kao sto smo ve€ napomenuli, svaka od prethodnih matrica je matrica

identiCkog preslikavanja i, kao takva, oCuvava svaki vektor prostora.
Medutim, kako je

legolge =lgc ol =1,

[ICB]: [I BC ]_l

zakljuéujemo da su ove matrice jedna drugoj inverzne.

UoCimo da su matrice transformacija uvek invertibilne, sto je posledica

éinjenice da su im kolone linearno nezavisne.

_ Dakle, baza prostora se uvek preslikava u (neku drugu) bazu tog prostora. J
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Ukoliko dve matrice, [A] i [B], predstavljaju istu transformaciju T :V —V,

[A] = [l:)]_1 . [B] . [P] za neku matricu [P ].

onda vazi da je

Takode, kada za dve matrice [A] i [B] postoji matrica [P ] takva da je

[A]=[P]": [B] [P], onda [A] i [B] predstavljaju istu transformaciju.

Matrice [P ]i [P ] predstavljaju matrice transtormacija dveju baza

prostoraV, onih u odnosu na koje su definisane matrice [A] i [B].




Sliche matrice

® Matrice A i B, za koje postoji (regularna) matrica Q takva da
je B=Q™*-A-Q kazemo da su slifne. To zapisujemo: A~B,
* Slinost matrica je relacija ekvivalencije:
o A~A jerje A= |7 A
o A~B implicira B~A, jer je
A=Q*.B-Q
Q-A-Q"'=Q-Q"-B-Q-Q™
Q-A-Q" =B
o A~Bi B~C implicira A~C, jer
A=Q™-B-Q 1 /-1 1 -1
B_R'.C.R = A=Q - (R™-C-R)-Q=(Q"-R7)-C-(R-Q)
=(R-Q*C-(RQ=K*.C-K




Slicnost matrica

* Dakle, relacija ~ sliCnosti u skupu matrica, kao relacija
ckvivalencije, vrsi particiju skupa matrica na klase
ckvivalencije. Klasi ekvivalencije pripadaju sve matrice koje

realizuju istu linearnu transformaciju.

o Izuéavanje transformacija i njihovih zna(vtajnih svojstava se
sada moze svesti na ispitivanja osobina koje su zaj edniCke
svim medusobno sliénim matricama. KaZzemo jos da su to

osobine koje su invarijante za transformacije sliCnosti.




Slicnost matrica i izbor matrice
linearne transformacije

® S obzirom da vise razliCitih matrica realizuje istu
geometrijsku transformaciju, i da imamo mogucCnost da lako
predemo sa jedne takve matrice na drugu, otvara se
mogucCnost da sami biramo bazu prostora u kojoj zelimo da
radimo.

* Dakle, bez obzira na to koja je “zadata” baza prostora koji
transformisemo, mozZemo odgovarajuCom matricom prelaza
preci na, recimo, standardnu bazu, i nastaviti rad.

* Takode je interesantno ispitati da li mogu da predem na neku
matricu (bazu) “zgodnu” za rad (dakle, da biram ono sto je
pogodno, a ne obavezno ono na sta sam “navikla”!)




Slicnost matrica i izbor matrice
linearne transformacije

® Ukoliko matricama izrazavamo linearne transformacije, Cesto

je potrebno da mnozimo i invertujemo te matrice. U takvim

situacijama najzgodnij ¢ je raditi sa dijagonalnim

matricama.

® Dakle, korisno je znati kako odrediti dijagonalnu matricu

sliCnu datoj matrici, ukoliko takva matrica postoji.

* Ako je A data matrica, a D dijagonalna matrica

o
0 4,
0 0
0 0

0

0 0
0

0 4,

0

potrebno je odrediti matricu Q takvu da

J€

A=Q"D-Q

Ovim Cemo se pozabaviti nakon s$to uradimo nekoliko primera.




Primer 1
Data je baza B8 {H { z } {Olﬂ vektorskog prostora V = R°.
1

2| 1-1

-2
Dat je vektor v Cije su koordinate u strandardnoj bazi  v=| 8 |

.. i ) )
Odrediti koordinate vektora v u bazi B.

Resenje: Da bismo resili zadatak, iskoristiCemo matricu prelaza
sa jedne baze na drugu. Naravno, zadatak se moze resiti i na

druge naCine!

[I]ss je matrica prelaza sa standardne baze na bazu B. Njene

kolone sadrze vektore standardne baze izrazene u bazi B.




Primer 1 - nastavak

[I]ss je matrica prelaza sa baze B na standardnu bazu. Njene

kolone sadrze vektore baze B izrazene u standardnoj bazi.

Dakle 1 2 1
[I ]BS =1 3 0
2 -1 1
1 pl'i tome je [I ]BS '[V]B = [V:s = [V]B = [I ]; '[V]s = [I ]SB '[V]s

Dakle, 1{3 1 3]
[ =[1ka =5 -2 3 -1}

-7 5 1
Odatle je

3 -1 3|[-2] [-4
[v]Bl{l 3 1}-{8}[4}.
5127 5 1||-6]| |6




Primer 2

Nekaje T: R® > R® linearna transformacija koja projektuje vekore
prostora na ravan X +X, +X; =0 paralelno vektoru (1,1,2). Odrediti

matricu ove transformacije u odnosu na standardnu bazu.

Resvenje:()drediéemo prvo matricu transtormacije u pogodno izabranoj
bazi prostora R®  a zatim iskoristiti matricu prelaza sa te baze na
standardnu bazu.

IzabraCemo, prvo, pogodnu bazu, B ={0,,b,,b,}, tako da je
1

b =[1]
2| su proizvoljno izabrani vektori ravni ¥ +x, +%; =0 na koju

odnosno, dati vektor pravca projekcije, a vektori b,,b,

projektuj emo. Lako je proveriti da su tako izabrana tri vektora

nekoplanarna, pa predstavljaju bazu posmatranog prostora.




™~

Primer 2 - nastavak

1 0

Izaberimo, na primer, vektore b, [0 ] by [ 1 ] iz ravni X, +X, +X; =0
-1 -1

(lako je proveriti da pripadaju ravni).

Transformisani vektori baze B, izrazeni u istoj toj bazi B, su:

0 0
, T(b,)=b,=1| T(b,)=b,=|0
0 1

pa je matrica transformacije, Cije su kolone transformisani

0

T(b)=0=
0

vektori baze

| | |
Th={TMO): Th)s T(0)g |=
| | |

o O O
o +— O
O O




Primer 2 - nastavak

SledeCi korak podrazumeva da “promenimo” bazu, za $ta je
potrebno da formiramo odgovarajuéu matricu prelaza iz baze
B u standardnu bazu S. Ta matrica sadrzi vektore baze B sa

koordinatama datim u standardnoj bazi:

(1 1 0]
[l =[1 0 1]
2 -1 -1

Odmah odreduj emo 1 inverznu matricu navedene matrice

prelaza: 1_1 1 1]
(s =[]k =7 3 -1 -1}
-1 3 -1




Primer 2 - nastavak

Sada je [T]s = [I ]BS '[T]B '[I ]SB = [I ]BS '[T]B '[I ]Esé

odnosno,
11 0]fo 0 0jf1 1 1] [3 -1 -1
[T]s:%]- 0O 11(40 1 0|43 -1 —l:z—]_ 3 -1
2 -1 -1]/|0 0 1||-1 3 -1| "|-2 -2 2

Sto je traZena matrica transformacije (projekcije na datu ravan, u
datom pravcu) u standardnoj bazi.

Dakle, i*ulaz”i“izlaz” za ovu transformaciju predstavljaju koordinate vektora
date u standardnoj bazi, a preslikavanje se realizuje mnozenjem vektora
navedenom matricom.

Matricu je bilo jednostavnije generisati koristeCi drugu, pogodniju, bazu i

matrice prelaza, nego odredujuci koordinate slika vektora standardne baze
pri navedenom projektovanju na datu ravan u datom pravcu.

-




Primer 3

Posmatrajmo, kao i u prethodnom primeru, ravan x +x, +x,=0

i pravac (1,1,2). Posmatrajmo transformaciju koja skraCuje
vektore u ravni na polovinu njihove duzine, a izduzuje 5 puta

vektore u pravcu datog vektora (1,1,2).

Potrebno je da odredimo matricu ove transtomacije u
standardnoj bazi.

Resenje:

Zadatak Cemo i u ovom sluCaju resiti korisCenjem pogodno

izabrane baze i matrica prelaska sa odabrane baze na

standrdnu, i obrnuto.




Primer 3 - nastavak

UocCimo da za posmatranu transformaciju vazi:
T(v)= %v, ako v pripada datoj ravni,
T(v) =5v ako v pripada datom pravcu.

ZakljuCujemo da su ovim identifikovani karakteristi¢ni
koreni i karakteristiCni vektori transformacije (tj.,
matrice transformacije):

karakteristiCni koreni su 5 ,% ;
karakteristiCni vektori su oni koji pripadaju ravni i pravcu.

Posmatramo istu bazu B={b,,b,,b}, kao i u prethodnom primeru, i
odreduj emo koordinate transformisanih vektora baze
(odredene u istoj bazi B).




Primer 3 - nastavak

Dobijamo: L
(5 0 0
1 1 1
T(b) =50 =|0], T(b2)=§b2= E , T(b3):§b3: g_) :
0 0 >

Matrica transtormacije (za bazu B) je, dakle,

| | |
Tl=[Th)s T®)s T(),|=
| | |

o O

0
0|
0o 0 1

O N|FR,O

N

UoCimo da je ovo dijagonalna matrica, i zato izuzetno pogodna
kao matrica transformacije!




Primer 3 - nastavak

Matrice prelaska sa posmatrane baze na standardnu, i obrnuto,

smo veC odredili u prethodnom primeru:

(1 1 0 1‘1 1 1
[I]BS =1 0 1, [I]Eals:[l]sszz 3 -1 -1
2 -1 -1 -1 3 -1

Dakle, sada j63 T]s = [I ]BS '[T:B '[I ]SB = [I ]BS '[T:B '[I ]Esé

1‘110‘10001111‘1399
[T]Szgl 0 1-010-3-1-1:59 13 9 |
2 -1 -1/|{0 0 1]|-1 3 -1| |18 18 22|




Vazna zapazanja

UoCili smo da je matrica transformacije koju smo generisali u
prethodnom primeru dij agonalna matrica. Za takve matrice smo
veC komentarisali da su pogodne za rad, jer se lako mnoze i

inver tuj u.

Pitanja koje smo veC postavili, a jos uvek su bez odgovora, su:

Da li moZemo uvek (za svaku transformaciju) da odaberemo
matricu transformacije koja je dijagonalna?

Kako da odredimo elemente dijagonalne matrice transformacije?

® Jasno je da pitanje izbora ove matrice u stvari predstavlja pitanje

izbora odgovarajuée baze.

Kori§éenj em matrica prelaska sa jedne baze na drugu mozZemo
“kombinovati” rad u standardnoj bazi sa drugom, pogodno

odabranom, bazom.
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Baza prostora za koju je matrica

transfomacije dijagonalna matrica

Dakle, za datu matricu transfomacije 4,zelimo da odredimo njoj

sliCnu dijagonalnu matricu (4 0 0 0]
S0 &% 0 o
o 0 . 0

_0 0 0 ﬂ“n_ _q11 Gz - O

v v V. . : Q21 U2 = O
$to znaCi da treba da vazi da je, za neku matricu Q= 7" 7 .

zadovoljeno A=Q-D-Q". (0u Oz Oon
Tadaje A-Q=Q-D

_a11 A, - aln_ _q11 Qi - qln_ _q11 Qi - Chn_ _)ll 0 0 0 ]
Ayy 8y Ay, . O Uz, - 0Oy _ U0 Uz, - Oy . 0 12 0 0
. . . . . : . . . . . . 0 0 ° 0

_anl Ay ann_ _qnl O - qnn_ _qnl O - qnn_ B 0 0 0 ﬂ‘n_

-
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Baza prostora za koju je matrica

transfomacije dijagonalna matrica

Dakle, vazi da je ) )
B n //llqll ﬂ*quz ﬂ“nqln

/11%1 }“2%2 /1nq2n

- - _ﬂlqnl )I’anZ ﬂnqnn_
| o] o
A.Q1 A.Q2 A.Qn — ﬂlQl ﬂZQZ ﬂ“nQn
| | | o

a to znaCi da je A-Qi — ﬂ,IQI
odnosno da su na dijagonali matrice D karakteristiCni koreni

matrice transformacije 4, a da su kolone matrice Q
karakteristiCni vektori transformacije A.

UoCimo da karakteristiCni vektori (pravci)transformacije ostaju oCuvani
(invarijantni su) pri transformaciji A.
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Baza prostora za koju je matrica
transfomacije dijagonalna matrica

Dakle, za datu matricu transformacije A u odnosu na standardnu bazu S
mozemo odrediti dijagonalnu matricu transformacije D i njoj
odgovarajuCu bazu B tako $to:

. Odredimo karakteristiCne korene i vektore matrice (transformacije) A;

2. Formiramo matricu D tako sto za elemente njene glavne dijagonale
uzmemo karakteristiCne korene matrice A;

3. Odredimo elemente baze B kao karakteristiCne vektore (u istom poretku
kao karakter. korene) matrice A;

4. Matrica prelaza iz baze B u standardnu bazu S sadrzi karakteristiCne
vektore matrice A;

5. Matrica prelaza iz baze S u bazu B je inverzna matrici prelaza izBuS.

6. Odgovarajuéi matriCni proizvod tri formirane matrice realizuje istu
transformaciju kao i A; prednost korisCenja matrice D je u njenom

pogodnom obliku.




