Homogene koordinate,
translacija i afine transformacije

3D Math Primer for Graphics & Game Development



Projektivha geometrija

*U Euklidskoj geometriji (i Euklidskoj ravni) dve paralelne prave
nemaju zajednickih tacaka.

*Svakoj pravoj dodajemo jos jednu tacku, koju zovemo
beskonacno dalekom tackom.

*Dve paralelne prave imaju zajednicku beskonacno daleku tacku.

*Sve beskonacno daleke tacke svih pravih Euklidske ravni
pripadaju beskonacno dalekoj pravoj. Euklidska ravan sa

beskonacno dalekom pravom naziva se projektivna ravan.

*U projektivnoj ravni se svake dve prave seku!




Projektivna ravan

*Prava se moze opisati jednacinom oblika
Ax+By+C = 0.
Koeficijent pravca ove prave je jednak —A/B.
*Presek dve prave je resenje sistema jednacina
Ax+By+C =0,
Ax+By+C; = 0.

*Paralelnim pravama odgovara sistem jednacina
Ax+By+C =0,
Ax+By+C, =0,

koji je (za C # C; ) protivrecan.

*Koeficijent pravca svake od ovih pravih je —A/B.



Projektivna ravan

*Ako posmatrane paralelne prave predstavimo
sistemom jednacina

Ax+By+Cw =0,

Ax+By+Ciw =0,
dobijamo resenje u obliku (C-C;)w = 0, odnosno, w=0
(zaC#(C).

*Presek paralelnih pravih je, dakle, tacka sa
koordinatama (x,y,0).
e Ovo su koordinate beskonacno daleke tacke.




Projektivna ravan

*Euklidsku ravan postavimo u Euklidski 3D (xyw) prostor
tako da jednacina ravni bude w=1.

*Tacke u Euklidskoj ravni zadrzavaju svoje uobicajene
osobine, a njihov zapis u posmatranom 3D prostoru je
sada (x,y,1).

*Posmatrajmo pravu odredenu koordinatnim pocCetkom
3D prostora i proizvoljnom tackom (x,y,1) Euklidske
ravni.

*Sve tacke na toj pravoj imaju oblik (tx,ty,t).

*Koeficijent pravca ove prave je jednak y/x.




Projektivna ravan

* Sve tacke posmatrane prave smatramo ekvivalentnim. One
predstavljaju homogene tacke koje odgovaraju jednoj istoj tacki
Euklidske ravni — tacki (x,y) na koju se projektuju.

* Tacka (x,y,0) je beskonacno daleka tacka svake prave sa
koeficijentom pravca y/x.

*Tacka (x,y,1) je homogena tacka (tacka projektivne ravni) koja
odgovara tacki Euklidske ravni.

*Projektivna tacka predstavlja klasu ekvivalencije. Jednoj klasi
pripadaju sve tacke uocene prave, odnosno sve tacke oblika
(tx,ty,t), za t #0.




Projektivna ravan

 Kako sve tacke oblika (tx,ty,t) za proizvoljno t#0
pripadaju istoj pravoj oblika Atx+Bty+Ct=0,
zakljuCujemo da je i svaka tacka oblika (tx,ty,t)
homogena reprezentacija tacke (x,y).

*Ako je data tacka Cije su homogene koordinate (x,y,w),
i w20, onda je u Euklidskoj ravni ta tacka predstavljena
koordinatama (x/w,y/w).

*Euklidska ravan je ravan w=1 projektivnog prostora.




Projektivna ravan




2D homogene koordinate

*Homogene koordinate (Euklidske) tacke (x,y) su
sve tacke oblika (xt, yt, t) = (x,y,1), za t#0.

*Tacki sa homogenim koordinatama (p, g, r) , za
r#0, odgovara Euklidska tacka (p/r, g/r).

*Tacka oblika (0,0,0) nije dozvoljena (definisana).

*Tacke oblika (x,y,0) su beskonacno daleke tacke.




3D homogene koordinate

*ldeju uvodenja homogenih koordinata prirodno
mozemo uopstiti na 3D Euklidski prostor.

*Homogena tacka (x, y, z, w), w#0, odgovara tacki
Euklidskog prostora sa koordinatama (x/w, y/w, z/w, 1).
*Euklidski 3D prostor je projekcija projektivnog prostora
na hiperravan w=1.

*Tacka sa homogenim koordinatama (x,y,z,0) je
beskonacno daleka tacka.

*Beskonacno daleke tacke prostora obrazuju
beskonacno daleku ravan. Toj ravni pripada presek
svake dve paralelne Euklidske ravni.




/bog cega uvodimo homogene koordinate?

*Translacija nije linearna transformacija. Nismo mogli
da je predstavimo kao matricno mnozenje.
*Posledica: gubimo mogucnost elegantnog
predstavljanja svih geometrijskih transformacija
pomocu odgovarajucih matrica i matricnih mnozenja.

*Reprezentacija tacaka pomocu homogenih koordinata
omogucice da translaciju predstavimo matricnim
mnozenjem, bas kao i linearne transformacije.




/bog cega uvodimo homogene koordinate?

*Svakoj tacki Euklidskog prostora pridruzicemo homogenu
reprezentaciju.

2D

tacku (x, y) predstavljamo reprezentacijom (x, y, 1).
3D

tacku (x, y, z) predstavljamo reprezentacijom (x, y, z, 1).




Matrice transformacija u homogenim

koordinatama

3x3 matrice linearnih transformacija u 3D prostoru
predstavicemo 4x4 matricama oblika
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Linearna transformacija u Euklidskom

prostoru

m, X+m,y+m,z |
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Linearna transformacija u homogenim

koordinatama
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Matrica translacije u homogenim

koordinatama

Translaciju tacke (x,y,z) za vektor (t,t,t.)realizujemo
matricnim mnozenjem:

X+t ]




Kompozicija transformacija

*Translacija se sada moze primeniti kao deo kompozicije
transformacija primenom proizvoda odgovarajucih matrica
transformacija.

*VVazno je uvek imati na umu da mnozenje matrica nije komutativno
i da je redosled primene transformacija bitan!

® Da bismo tacku v rotirali, a zatim translirali, do novog polozaja v/,
primeni¢emo transformaciju

v' = TRv.
*Da bismo tacku v translirali, a zatim rotirali, do novog polozaja v/,
primeni¢emo transformaciju

v' = RTv.




Beskonacho daleke tacke

*w-koordinata beskonacno dalekih tacaka
jednaka je 0.

*Mnozenjem matricom rotacije ove tacke se
preslikavaju u odgovarajuce beskonacno daleke

tacke.

*Mnozenjem matricom translacije ove tacke se
preslikavaju u same sebe.

*Translacija nema uticaja na beskonacno daleke
tacke!




Beskonacho daleke tacke

*Uocimo da tacke (lokacije) zelimo da
transformisemo translacijom, a da vektore
(pravce kretanja) ne zelimo da transformisemo
translacijom.

*Homogene koordinate omogucavaju da
razlikujemo tacke i vektore.

*Beskonacno daleke tacke (w=0) koristimo da
prikazemo vektore, a “obicne” tacke (w=0) da
prikazemo lokacije (tacke).




3x4 Matrice?

*Poslednja vrsta u 4x4 matrici kojom prikazujemo transformaciju
u homogenim koordinatama je uvek oblika [0, O, O, 1].

*lako deluje redundantno, neophodno je navoditi je, ukoliko se
oslanjamo na metode i zakone linearne algebre.

*Nije neobi¢no, medutim, da se u praksi ova vrsta izostavlja i da
se navodi 3x4 matrica. Ipak, pisuci 3x4 matricu, podrazumevamo
4x4 matricu Cija je poslednja vrsta oblika [0, O, O, 1].

*3x4 matrica nema inverznu. Matrice formata 3x4 se ne mogu
medusobno pomnoziti.
*Proizvod 3x4 matrice i 4x1 vektora je 3x1 vektor.




Afine transformacije

*Afina transformacija je linearna transformacija

pracena translacijom.

*Dakle, skup afinih transformacija je nadskup

skupa linearnih transformacija: svaka linearna

transformacija je afina, ali nije svaka afina

transformacija linearna.

*Afina transformacija moze se zapisati u obliku
v'=Mv + b.




Afine transformacije

Afina transformacija je kompozicija linearne
transformacije i translacije.

KoristecCi proizvode 4 x 4 matrica i mogucnost da
pomocu takvih matrica prikazemo i translaciju i
linearne transformacije kao matricna mnozenja,
mozemo napisati matrice transformacija koje
odgovaraju opstim afinim transformacijama.




Afine transformacije

Afine transformacije koje cesto primenjujemo:

*Rotacija (u 3D) oko proizvoljne ose koja ne
prolazi kroz koordinatni pocetak.

*Simetrija u odnosu na ravan koja ne prolazi kroz
koordinatni pocetak.

*Ortografska projekcija na ravan koja ne prolazi
kroz koordinatni pocetak.




Afine transformacije

Algoritam:

1. Translirati centar transformacije u centar koordinatnog
pocetka.

2. Primeniti linearnu transformaciju.

3. Translirati centar transformacije na polaznu poziciju
primenom inverzne transformacije.

Matrica transformacije M je tada oblika

M=TT
T - matrica translacije,

L - matrica odgovarajuce linearne transformacije
T~' - matrica translacije za vektor suprotan vektoru koji odreduje T.




Matrica afine transformacije

Blokovski prikaz matrica transformacija omogucava nam da
uocCimo strukturu matrice opisane afine transformacije:

T_l'l—4x4 T =




