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Uvod (dalje):
Matrice

3D Math Primer for Graphics and Game Development




Definicija, Algebra

*Matrica je pravougaona sema (tabela) skalara.

* Format (dimenziju) matrice odreduje broj
njenih vrsta (m) i broj njenih kolona (n).
Dimenzija je tada mxn.

*Najcesce ¢emo koristiti matrice formata 2x2,
3x3 14x4.




FElementi matrice

Elementi matrice se navode sa indeksom
koji pokazuje kojoj vrsti | kojoj koloni
matrice pripada posmatrani element.
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Kvadratna matrica

*Kvadratna matrica ima isti broj vrsta i kolona.
*Elementi m;; pripadaju glavnoj dijagonali
(kvadratne) matrice.
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Dijagonalna matrica

Dijagonalna matrica je ona matrica Ciji su svi
elementi koji ne pripadaju glavnoj dijagonali
jednaki nuli.




Vektori kao matrice

*VVektor-vrsta je matrica formata 1 x n.
*Vektor-kolona je matrica formata m x 1.

*Mada je i dalje dozvoljeno predstavljati |
vektore-vrste i vektore-kolone, jasno je da nije u
svakoj situaciji svejedno koji oblik koristimo.
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Transponovana matrica

* Transponovana matrica matrice M formata
r x ¢ je matrica formata ¢ x r koju znacavamo
sa M".

* Dobijamo je tako sto vrstama i kolonama
matrice zamenimo uloge.
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Osobine transponovane matrice

*Za svaku matricu M vazi: (M")" = M.
*(AB)'=B'AT

D" = D za svaku dijagonalnu matricu D.
*Transponovanjem vektora-vrste dobijamo

vektor-kolonu, i obrnuto.
B




Mnozenje matrice skalarom

*Svaka matrica se moze pomnoziti skalarom.
*Rezultat je matrica istog formata.

*Matricu mnozimo tako sto skalarom
pomnozimo sve hjene elemente.
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Mnozenje dve matrice

Mnozenjem matrice A formata r x n i matrice
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Mnozenje dve matrice

*Elementi matrice C = [cij]= AB formata rxc
su jednaki skalarnom proizvodu i-te vrste
matrice A i j-te kolone matrice B.
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Jedinicha matrica

Jedinicna matrica |l je dijagonalna matrica Ciji su
elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1.

* \Vazi da je za svaku matricu M (odgovarajuce
dimenzije) IM = Ml = M.

Jedinicna matrica je jedini¢ni (neutralni) element za

operaciju mnozenja matrica.
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Mnozenje matrica - osobine

*Nije komutativno: u opstem slucaju je AB # BA.

*Asocijativno:
(AB)C = A(BC)

*Asocijativno u odnosu na mnozenje skalarom:
k(AB) = (kA)B =A(kB)




Mnozenje matrice i vektora

Matricu mozemo pomnoziti vektorom-vrstom sa
leva. Tada skalarno mnozimo sa kolonama matrice.
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Mnozenje matrice i vektora

Matricu mozemo pomnoziti vektorom-kolonom
sa desna. Tada skalarno mnozimo vrste matrice.

11
a1

3

m12
1199

1igo

13
nmoa

R

LIy + Ymqo
LMol + Yoo

— <1113
— 21923

Ims1 + Ymmsgo

— 2133




Mnozenje matrica i vektora

Komutativnost mnozenja matrica i vektora
Mv'z (VM)', ali Mv'=(vM")'

Asocijativnost mnozenja matrica i vektora
* Ako je v vektor-vrsta: v(AB) = (vA)B
*Ako je v vektor-kolona: (AB)v = A(Bv)

UocCimo da

v(AB) # (AB)V'
alije (AB)v'=(V(AB)")" = (v(B'A"))’



Determinanta matrice

*Determinanta je definisana za kvadratne matrice.
*Determinantu matrice M oznaavamo sa

IM| ili det(M).
*Determinanta matriice M formata 2x2 je
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Determinanta reda 3 (matrice formata 3x3)
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Determinanta | mesoviti proizvod vektora

Ako vrste matrice formata 3x3 interpretiramo
kao vektore, onda je determinanta te matrice
jednaka mesovitom proizvodu tih vektora:

(ayb, — azby) cx
= + (azby —agzby)c, =(axb)-c
+ (azby — aybsy) c.




* U matrici M formata r x c izostavimo i-tu vrstu i
j-tu kolonu.

*Dobijamo matricu formata r-1 x c-1.
*Determinanta dobijene pod-matrice naziva se

minor Mij matrice M.
Primer: Minor My, date matrice M formata 3x3
je
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Kofaktor

*Kofaktor Cij kvadratne matrice M je
(i} — (—1)i+d pr i)

* Determinanta matrice M=[mj] formata nxn
moze se izracunati kao

M| = Z mijC{ij} Z m;( Hjﬂff{ij}




Determinanta reda 4
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O determinantama

*Determinanta jedinicne matrice jednaka je 1.
*Determinanta proizvoda matrica jednaka je
proizvodu determinanti:

|AB| = |A]|B].

*Determinanta matrice jednaka je determinanti
njoj transponovane matrice:
[MT| = [M].




Geometrijska interpretacija, 2D

*U 2D, apsolutna vrednost determinante je
jednaka povrsini paralelograma koji obrazuju
(vektori) vrste determinante.
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Geometrijska interpretacija, 3D

*U 3D, apsolutna vrednost determinante je
jednaka zapremini paralelepipeda Cije su ivice
(vektori) vrste determinante.

*Povezivanjem matrica sa transformacijama u ravni i
prostoru, doveséemo u vezu determinantu matrice sa
promenom veliCine objekta pri transformaciji.
Determinanta daje informaciju i o vrsti transformacije.




Inverzna matrica

* Inverzna matrica kvadratne matrice M, koju
oznac¢avamo sa M™ je matrica koja zadovoljava
uslov da je

MM'=M"'"M-=1.

*Nema svaka matrica inverznu matricu. Primer je
matrica koja sadrzi nula-kolonu ili nula- vrstu.
*Ako matrica ima inverznu matricu, kazemo da je
regularna, ili invertibilna. U protivhom je
singularna.




Determinanta | inverzna matrica

*Matrica je regularna ako i samo ako je njena
determinanta razlicita od nule.

*Inverzna matrica je tada
M'=adiM/ |M|

gde je adj M adjungovana matrica matrice M.

Adjungovana matrica matrice M je
transponovana kofaktor matrica te matrice.
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Adjungovana matrica, primer

Za matricu

kofaktori su
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Adjungovana matrica, primer

Adjungovana matrica matrice M je tada
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Inverzna matrica, primer

/a posmatranu matricu:
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Druge metode izracunavanja

Inverzne matrice

*lnverznu matricu mozemo izracunati i postupkom koji
se zashiva na Gausovom postupku eliminacije.

*Ovaj postupak je veoma popularan i u Sirokoj upotrebi.
Pogodan je kada su matrice sa kojima radimo velikog
formata, ili pogodne strukture.

*Za “male” matrice, formata 2x2, 3x3 i 4x4, sa kojima se
najcesce i susrecemo u racunarskoj grafici, metod koji
koristi adjungovanu matricu je brzi i zbog toga
pogodniji.




Neke osobine inverzne matrice

*Za regularnu matricu M vazi: (M) =
Jedini¢na matrica je sama sebi inverzna: I = 1.
*Postoje i druge matrice koje su same sebi
inverzne, tj. za kojeje M*=M-M=1.

Sa nekima ¢emo se sretati kada budemo govorili
o transformacijama.

*Inverzna matrica transponovane matrice je
jednaka transponovanoj inverznoj matrici:
(M7)~"=(M7)!




JosS neke osobine inverzne matrice

*lnverzna matrica proizvoda matrica jednaka je
proizvodu inverznih matrica u obrnutom
redosledu:

(AB)'=B'A""

*Determinanta inverzne matrice jednaka je
reciprocnoj vrednosti determinante matrice:
M| =1/[M].




Primer geometrijske interpretacije, 2D

*Sta “radi” sledeéa matrica?
(Preciznije, pitanje bi trebalo da bude

”Koju transformaciju u ravni realizuje data matrica”,
ali o tome josS nismo pricali...)

2 1
M=| 2y
*\/ektori vrste matrice M su

p=[21]
q-= [-112]




Primer geometrijske interpretacije, 2D

*Interpretirajmo sliku tako sto uocimo da se jedinicCni
vektori koordinatnih osa [1, 0] i [0, 1] (koji su
ortonormirana baza posmatranog prostora)
transformisu, mnozenjem matrice M, u vektore p i g.
*Na isti nacin transformisemo celu ravan (koordinatni
sistem i sve vektore).

*Mozemo vizuelno pratiti jedinicni kvadrat i njegovu
transformaciju. U ovom slucaju, on se preslikava u
kvadrat, ali veci i rotiran.




Primer geometrijske interpretacije, 2D




Primer geometrijske interpretacije, 2D




Dakle, sta realizuje navedena matrica?

“Primenjena” na vektore ravni, matrica ih
erotira suprotno od smera kazaljke na satu, za
neki ugao, i
epovecava njihovu duzinu (intenzitet) 2 puta.

Matricu smo “primenili” na vektore tako sto smo
vektore pomnozili matricom.

Zgodno je sto je dovoljno da pomnozimo samo
bazne vektore!




Primer geometrijske interpretacije, 3D




Primer geometrijske interpretacije, 3D




Primer geometrijske interpretacije, 3D

Formiramo matricu Cije su vrste vektori u koje
su se preslikali jedinicni vektori koordinatnih
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Ova matrica realizuje transformaciju koja

*Rotira objekat u smeru kazaljke na satu za ugao
45°,

*Povecava (skalira) objekat (samo) u pravcu y ose.




