Klasifikacija transformacija u

ravni | prostoru




Geometrije

Geometrija izuCava svojstva koja ostaju oCuvana

(invarijante) pri pojedinim grupama transfomacija.

Projektivna geometrija izuCava svojstva objekata
projektivne ravni ili projektivnog prostora koja ostaju
oCuvana pri projektivnim preslikavanjima.

Projektivna preslikavanja (collineation, projective

transformation, homography) oCuvavaju kolinearnost.

Algebarski: Preslikavanje je projektivno akko se realizuje
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matriCnim mnozenjem invertibilnom matricom.




Projektivno preslikavanje u ravni

* U projektivnoj ravni (homogene koordinate!) matrica

proj ektivne transformacije je 3x3 regularna matrica.

® Matrice éiji su odgovarajuéi elementi proporcionalni

realizuju istu projektivnu transformaciju.

e RazliCite transformacije realizuju se matricama Ciji su

koliCnici odgovarajuéih elemenata razliCiti.

© Projektivna transformacija u ravni odredena je sa 8

parametara (stepeni slobode).




Projektivno preslikavanje u prostoru

* U projektivnom prostoru taCke su predstavljene uredenim
Cetvorkama homogenih koordinata. TaCka Euklidskog
prostora (x,z,y) ima homogene koordinate (x,z,y,1).

® Matrica projektivnog preslikavanja u 3D projektivnom

prostoru je matrica linearnog preslikavanja homogenih
vektora iz 4D prostora.

® Matrica proj ektivnog preslikavnj a u prostoru ima 15 stepeni

slobode.

® Projektivno preslikavanje je kolineacija, $to znaCi da, kao i
u ravni, prave preslikava u prave, i o€Cuvava medusobne
preseke pravih, i preseke pravih sa ravnima.




Hijerarhija transformacija

* Projektivna preslikavanja Cine grupu u odnosu na
kompoziciju preslikavanja (kompozicija projektivnih
preslikavanja je projektivno preslikavanje, asocijativnost vazi,
neutralni element je identiCko preslikavanje, koje je
projektivno, a inverzno preslikavanje projektivnog

preslikavanja je projektivno).

o Podgrupe grupe projektivnih preslikavanja predstavljaju
specijalna preslikavanja projektivne ravni.




Hijerarhija transformacija

Skup svih (kvadratnim) invertibilnih matrica formata n Cini
grupu (opstu linearnu grupu) dimenzije n.

Projektivna (linearna) preslikavanja su, dalje, odredena
grupom (kvadratnih) invertibilnih matrica, pri Cemu
poistoveCujemo one koje se dobijaju jedna od druge
mnozenjem skalarom - one realizuju istu transtormaciju.
Projektivne transformacije realizuju se grupom invertibilnih
matrica dimenzije n=3. OznaCavaju se sa PL(n), odnosno
PL(3).

Grupa afinih preslikavanja u ravni je podgrupa grupe PL(3),
koja se realizuje matricama Cija je poslednja vektor vrsta

oblika (0,0,1).




Hijerarhija transformacija

* Grupu Euklidskih transtormacija Cine one koje se realizuju
matricama (V:ija je gornja leva 2x2 podmatrica ortogonalna.

Ove transtormaciej Cine pod— grupu atinih transtormacija.

® Ukoliko je determinanta gornje leve ortogonalne 2x2
podmatrice Euklidske transtormacije jednaka 1, Euklidska

transtormacija je orijentisana.

® Neke transtormacije koje nas interesuju ne Cine grupu.
Primer je perspektivno preslikavanje (kompozicija dva

perspektivna prelikavanja nije perspektivno preslikavanje).




Hijerarhija transformacija

* Algebarski pristup — posmatramo (pod)grupe matrica koje imaju
odredene osobine i izu€avamo kako te matrice deluju na vektore

(elemente posmatranog prostora).

* Geometrijski — posmatramo invarijante — elemente ili osobine

koji bivaju oCuvani pri posmatranim transtormacijama.

® Primer: Rastojanje izmedu taCaka je (skalarna) invarijanta
Euklidskih transformacija, ali ne i transformacija sliCnosti. VeliCina
uglova, medutim, ostaje oCuvana i pri Euklidskim, i pri
transformacijama sliCnosti, pa je invarijanta i jedne i druge grupe

preslikavanja.




Klasa 1: lzometrije

Izometrije su transformacije Euklidske ravni (i prostora) koje
oCuvavaju rastojanja.

[zometrije se realizuju matri€no u obliku

X'| |ecos@ —singd t ||Xx
y'|=|esing coso t ||y| gdeje e=%1
1

y

0 0 1111

Ako je € =1 isometrija ofuvava orijentaciju i naziva se
Euklidska transformacija. Ove transformacije su kompozicije
rotacija i translacija — zovu se jo$ i transformacije Cvrstih tela
(rigid body transformation).

Poznata je i pod imenom “displacement” — izmestanje.

Ovo je najznaéajnija grupa transformacija u nasoj praksi.




Klasa 1: lzometrije

* Ukoliko je £ =—1 , izometrija ne oCuvava orijentaciju. Primer je
kompozicija simetrije i Euklidske transformacije.

® Transtormacije koje ne oéuvavaju orijentaciju dovode do
viSeznaCnosti resenja pri rekonstrukciji transformacije. Ovo Cesto
predstavlja problem. Ove transformacije ne Cine grupu.

® Planarna Euklidska transtormacija se, dakle, koncizno moze
prikazati blokovskom matricom R t
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gde je R ortogonalna matrica (2x2 matrica rotacije), t je

(dvodimenzionalni) vektor translacije u ravni, 0 je
dvodimenzionalni nula-vektor.

Ukoliko je t=0, transformacija se svodi na specijalni sluCaj (“Ciste”)
rotacije, a ukoliko je R=I, transformacija je (“Cista”) translacija.




Klasa 1: lzometrije

* Euklidske transtormacije u ravni imaju tri stepena slobode,
jedan za rotaciju i dva za translaciju. To znaCi da su odredene

pomoéu tri parametra.

* Da bi se transformacija rekonstruisala, potrebna su dva para

odgovarajuéih taCaka.

* Invarijante: rastojanje medu taCkama, uglovi, povrsine

fi gura.




Klasa 2: Transformacije slicnhosti

 Transformacija sliCnosti (similarity transformation) je
komporzicija izometrije i izotropnog skaliranja. Ukoliko je
transformacija sliCnosti kompozicija Euklidske transformacije
i skaliranja (dakle, ne ukljuCuje simetriju), matrica

transformacije sliCnosti je
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ili, konciznije ' {SR t} % pri Cemu je s skalar koji odreduje
0" 1

izotropno skaliranje.




Klasa 2: Transformacije slicnhosti

* Transformacija sliCnosti oCuvava oblik (shape).

® Transformacija ima Cetiri stepena slobode - odredena je

pomoéu Cetiri parametra,

* Transformacija se moze rekonstruisati pomoéu dva para

odgovarajuéih taCaka.

* Invarijante: uglovi, paralelnost, odnosi rastojanja medu

taCkama (rastojanja nisu invarijante!), odnosi povrsina figura.




Klasa 3: Afine transformacije

* Afina transformacija je nesingularna linearna

transformacija praéena translacij om.

* U matriCnom obliku, afina transformacija se moze prikazati

kao
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ili, blokovski,

At
X= |: OT 1:| - X gde je A 2x2 nesingularna matrica.




Klasa 3: Afine transformacije

* Afine transformacije imaju sest stepeni slobode, koji

odgovaraju parametrima u matrici transformacij e.
® Za rekonstrukciju afine transtormacije potrebna su tri para

odgovarajuéih taCaka.

® [inearna komponenta atine transformacije se moze prikazati

kao komporzicija rotacije i ne-izotropnog skaliranja:
A=R(0)R(—¢) DR(¢)

pri Cemu su sa R(0), R(¢) oznaCene rotacije za

odgovararajuCe uglove, a D je dijagonalna matrica koja

A 0

predstavlja skaliranje
B zj




Klasa 3: Afine transformacije

® Dakle, linearni deo afine transtormacije se realizuje kao
kompozicija rotacije za dati ugao, ne-izotropnog skaliranja sa
datim koeficijenima A, A,, suprotne rotacije, a zatim jos
jedne rotacije za dati ugao.

® Jasno je da je linearni deo aftine transtormacije opstiji od
transformacije sliCnosti zbog “opstijeg” — neizotropnog —
skaliranja. Ovo uvodi i dva dodatna stepena slobode, u
odnosu na operacije sliCnosti (Sest u odnosu na Cetiri): ugao
kojim se odreduje pravac skaliranja, i odnos parametara
skaliranja. Sustina atine afine transformacije je da se skaliranje
vr$i u dva ortogonalna pravca, za razliCite koeficijente, a da je
orijentacija tih pravaca proizvoljno zadata uglom.




Klasa 3: Afine transformacije

* Invarijante:

Paralelnost linija (afine transformacije preslikavaju beskonaCno daleke taCke u
beskonaCno daleke taCke, pa prave koje se seku u takvim taCkama i nakon
atine transformacije imaju tu osobinu).

Odnosi duzina paralelnih linijskih segmenata (duzi).

Odnosi mera povrsina (ni rotacija, ni translacija ne utiCu na meru povrsine,
pa se promena vrsi samo zbog ne-izotropnog skaliranja, i to za faktor

A - A, =det(A) kojise skraCuje pri odredivanju koliCnika).

* Zbog toga sto ukljuCuje ne-izotropno skaliranje, afina
transformacija ne oCuvava odnose duzina, kao ni uglove (sto su
invarijante transformacija sliCnosti).

* Afina transformacija moze, ali ne mora, da oCuvava orijentaciju.
Ukoliko je det(A) pozitivanog znaka, transformacija oCuvava
orijentaciju, u protivnom ne.




Klasa 3: Afina transformacija
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Primer deformacije koja nastaje planarnom afinom transformacijom.
Levo: Rotacija za dati ugao.
Desno: Kompozicija rotacije i ne-izotropnog skaliranja.
Skaliranje se realizuje sa razliitim koeficijentom u dva uzajamno ortogonalna pravca.

Pravci skaliranja su pod odredenim uglom u odnosu na inicijalnu poziciju.




Klasa 4: Projektivhe transformacije

® Projektivna transformacija je uopétenje atine transformacije

na homogene koordinate.

* Afina transformacija predstavlja opstu nesingularnu linearnu
transformaciju nehomogenih koordinata, praCenu
translacijom, a projektivna transformacija je opsta

nesingularna linearna transformaciju homogenih koordinata,

praéena translacijom.

e Blokovski matriCni prikaz proj cktivne transformacije je

T

A t
X'= |: :| - X pri Cemuje V= (Vl’ V2)T vektor, a v je skalar.
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Klasa 4: Projektivhe transformacije

Matrica projektivne transformacije ima 9 elemenata, pri Cemu
ekvivalentnim matricama smatramo one Ciji su svi odgovarajuci
elementi proporcionalni. Dakle, odnosi elemenata su od znaCaja,
pa transformacija ima 8 stepeni slobode, tj. odredena je pomoCu 8
parametara.

Za rekonstrukciju projektivne transtormacije potrebna su Cetiri
para odgovarajuih taCaka, pri Cemu ni medu originalima, ni
medu slikama nema tri kolinearne.

Nije moguée razlikovati proj ektivne transtormacije koje oéuvavaju
orijentaciju, od onih koje to ne rade.

Invarijante: kolinearnost, konkurencija (preseci pravih), odnos
odnosa duzina duzi (cross-ratio).

Odnos duzZina se ne oCuvava.




Poredenja i zakljucci

* Afina preslikavanja (6 stepeni slobode) - izmedu
transformacija sliCnosti (4 stepena slobode) i projektivnih
preslikavanja (8 stepeni slobode).

® Afina preslikavanja su uopétenj e transtormacija sliCnosti — ne
oCuvavaju uglove, pa se oblici mogu “uvrtati” pri
transformaciji.

* Njihovo delovanje je homogeno u ravni, skaliranje povrsina je
odredeno determinantom linearnog dela transtormacije i isto
je u svakoj taCki.

* Kod projektivnog preslikavanja, skaliranje povrsina zavisi od
taCke u kojoj posmatramo transformaciju.




Poredenja i zakljucci

* Afina transformacija beskonaCnu (idealnu) taCku preslikava u
idealnu taCku. Projektivna transformacija moze da je preslika
u bilo koju taCku.

® Navedena osobina omoguéava prikazivanje “iééezavajuée”

taCke proj ektivnom transtformacijom.
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Primeri transformacija

Primeri deformacija koji nastaju pri razliitim transformacijama.
Slika prikazuje pod prekriven ploCicama.
Levo: Transformacija sliCnosti.
Krug je preslikan u krug, kvadrat u kvadrat, o€uvana je paralelnost i ortogonalnost pravih.
Sredina: Afina transformacija.
Krug je preslikan u elipsu. Ortogonalnost pravih nije oCuvana, pa kvadrat vie nije kvadrat.
Paralelnost pravih je oCuvana. Kvadrat je preslikan u paralelogram.
Desno: Projektivna transformacija.

Paralelnost nije oCuvana, paralelne linije se preslikavaju u linije koje se seku u dalekoj taCki.

K Odnos povréina nije oCuvan. Kvadrati blize posmatraéu su veCi od onih daljih.




Poredenja i zakljucci

Detormacije pri poj edinim vrstama proj ektivnih transtormacija u ravni.




Hijerarhija transformacija u ravni

Transformation Matrix #f DoF Preserves Icon
translation [ I ‘ t ] 2 onentation
2x3
rigid (Euclidean) [ R|¢ ] 3 lengths <>
2x3
similarity [ SR |t ] 4 angles O
2% 3
affine [ Al 6  parallelism [/
12x2
projective [ff - 8 straight lines |j
J3x3

Svaka od navedenih matrica formata 2x3 prosiruje se vrstom [0 0 1]

i prilagodava radu sa homogenim koordinatama

-




Hijerarhija transformacija u 3D
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