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1 Granic¢na vrednost funkcije

1.1 Sta je grani¢na vrednost, intuitivno i po definiciji

Ve¢ smo svakako videli zapis oblika
. x4 dx—12
lim ————
z—2 12 — 21

ili, uopsteno, lim f(z), za neku (realnu) funkciju f(z) i za neku tacku a € R. Znamo da se ovo ¢ita kao ”grani¢na
r—a

vrednost (limes) funkcije f u tacki a”. Vazno pitanje na koje treba da odgovorimo je: Sta ovo znaci?

Preciznu definiciju pojma grani¢ne vrednosti naveséemo malo kasnije. Ta definicija nije jednostavna za razumevanje,
pa ¢emo poceti sa njenom ”intuitivnijom” verzijom:

Kazemo da je L € R grani¢na vrednost funkcije f(z) u tacki a € R, i piSemo ilE)I}l f(z) = L ako vrednosti f(x)

mogu postati proizvoljno bliske vrednosti L kada x postane dovoljno blisko vrednosti a. Vazno je obratiti paznju
na nekoliko detalja:

e Termini “proizvoljno” i “dovoljno” su prilicno znacajni i treba ih dobro razumeti. “Proizvoljno” povezujemo
sa “unapred odabrano”, ili “ma kako zadato”, a “dovoljno” sa ne¢im §to sami nastojimo da postignemo, u
skladu sa datim uslovima.

e Podrazumeva se da, ako je f(x) postalo (proizvoljno) blisko vrednosti L kada je x postalo dovoljno blisko
vrednosti a, ovaj trend funkcija i zadrzi, odnosno da za vrednosti x koje nastavljaju da se priblizavaju
vrednosti a, vrednosti funkcije f(z) ostaju bar jednako, ili vie, bliske vrednosti L.

e Vrednost funkcije f(z) u tacki x = a u kojoj odredujemo graniénu vrednost ne utice na limes. Nije od
znacaja ni da li ta vrednost uopste postoji (da li je funkcija definisana u tacki x = a). Drugim rec¢ima,
grani¢na vrednost funkcije u tacki bavi se ponasanjem funkcije u blizini (okolini) te tacke, a ne u samoj tacki.

e Jo$ jedan nacin da formuliSemo pitanje na koje odgovaramo izracunavanjem grani¢ne vrednosti funkcije u
tacki je: Da li se moze utvrditi da se u okolini tacke z = a vrednosti funkcije f(z) stabilizuju oko neke
vrednosti L.

e Ponasanje funkcije u blizini tacke z = a radi odredivanja grani¢ne vrednosti obavezno podrazumeva posma-
tranje vrednosti x i levo, i desno od tacke a.

2442 —12
Primer 1.1. PokuSajmo da odredimo vrednost lim ZZ?—|-271‘
I

Resenje: S obzirom da jo§ nismo govorili o na¢inu izracunavanja grani¢nih vrednosti, ovaj zadatak ¢emo
pokusati da reSimo posmatrajuéi (analizirajuéi) vrednosti date funkcije za vrednosti promenljive koje su bliske
tacki 2. Uo¢imo, odmah, i da data funkcija nije definisana za = = 2, ali jeste definisana za vrednosti bliske dvojci,
i sa leve, i sa desne strane.

Prva reakcija nam je, vrlo verovatno, da formiramo tabelu vrednosti date funkcije, u blizini posmatrane tacke:

v /(@) z f(x)
2.5 3.4 1.5 5.0

2.1 3.857142857 | 1.9 4.157894737
2.01 3.985074627 | 1.99 4.015075377

2.001 3.998500750 | 1.999 4.001500750
2.0001  3.999850007 | 1.9999  4.000150008
2.00001  3.999985000 | 1.99999 4.000015000




Na osnovu navedenih vrednosti sa priliénom sigurnoséu zaklju¢ujemo da je
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jer se za vrednosti x koje smo birali tako da budu sve blize vrednosti x = 2, i sa leve i sa desne strane, funkcija sve
vige priblizavala vrednosti 4. Ovaj zakljucak je tacan (kao $to ¢emo i sami moéi da utvrdimo, kada budemo naucili
kako se limesi izra¢unavaju), ali moramo biti oprezni i imati na umu da se proverom pomoc¢u tabele nikad ne mogu
dati pouzdani odgovori o limesu, ve¢ se samo, eventualno, moze naslutiti (proceniti) Sta bi grani¢na vrednost mogla
biti. Razlog je, naravno, u tome §to tablicom mozemo proveriti samo konacan broj tacaka, dok trazena svojstva
limesa koja zelimo da proverimo treba da vaze za beskona¢no mnogo realnih vrednosti.

Crtajuci deo grafika posmatrane funkcije, Slika 1, potvrdujemo sve $to smo do sad zakljucili o ovoj grani¢noj
vrednosti. Vidimo da se vrednosti posmatrane funkcije priblizavaju (stabilizuju oko) vrednosti L = 4, kada se z
priblizava vrednosti a = 2, bilo sa leve, bilo sa desne strane.

Slika 1: Grafik funkcije f(x) = ’"ZLTQ;H u okolini tacke x = 2.

z2—

Primer 1.2. Pokusajmo da odredimo vrednost lim2 g(x), ako je g(x) =
T—r

244e—12
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Resenje: Problem koji posmatramo u ovom primeru se samo malo razlikuje od prethodnog: funkcija koju smo
posmatrali u prethodnom primeru je sada dodefinisana u tacki x = 2 u kojoj odredujemo limes. Medutim, za sve
vrednosti levo i desno od tacke x = 2 niSta se nije promenilo, pa se ne menja ni na$ zakljucak: 111112 g(z) = 111112 f(z) =4.

T— T—

Uocavamo da je g(2) = 6 # lim2 g(x), ¢ime jos jednom naglasavamo da grani¢na vrednost funkcije i vrednost
z—

funkcije nikako ne moraju da budu jednake, pa ¢ak ni da istovremeno postoje ili ne postoje. I ovu situaciju smo

ilustrovali grafikom, Slika 2.

T
Primer 1.3. Ispitajmo postojanje grani¢ne vrednosti lirr%) cos (7)
rT—r X

ResSenje: Mada smo svesni svih ogranic¢enja koja postoje kada koristimo tablicu vrednosti za procenu grani¢ne
vrednosti funkcije, uradi¢emo to jo$ jednom, vrlo obazrivo.

T
Uocavamo da funkcija f(x) = lirrb cos (7) nije definisana u tacki z = 0. Dalje, posmatramo vrednosti funkcije
r—r i

prikazane u tablici:

x f) | @ f(z)
1 1] -1
0.1 1]-0.1 1
0.01 1| -0.01 1
0.001 1| -0.001 1



T e

Slika 2: Grafik funkcije y = g(x) (Primer 1.2) u okolini tacke z = 2.

Na osnovu ovih vrednosti, mogli bismo zakljuciti da je trazeni limes jednak 1. Medutim, ukoliko ispitamo
vrednosti funkcije u jos nekoliko tacaka bliskih nuli, dobijamo:

2 20017 4 40017, V2

) = cos(20017) = -1, f(m) = cos( 5 )=0, f(m) = cos( 1 )= -—

1
f(2001 2
Na osnovu ovoga zakljuCujemo da ne postoji vrednost oko koje se posmatrana funkcija stabilizuje kad se x
priblizava vrednosti 0. Posmatrajuéi grafik funkcije, Slika 3, vidimo da ona sve brze osciluje dok se z priblizava

nuli. Na osnovu svega navedenog, zaklju¢ujemo da trazena grani¢na vrednost ne postoji.

¥

Slika 3: Grafik funkcije f(x) = cos (%) u okolini tatke z = 0.

Sad kad smo stekli odredenu ideju o tome $ta je grani¢na vrednost, mozemo navesti i njenu formalnu definiciju.
Pre svega, uo¢imo da skup tacaka x koje su ”blizu” tacke a mozemo opisati na slede¢i nac¢in:

lt—al<d & —d<zx—a<d & z€(a—90d,a+90)
za neku malu vrednost 6 > 0. Interval (a — d,a 4+ ) se zove J-okolina tacke a. Sli¢no, e-okolina tacke L, za

proizvoljno malu vrednost € > 0, je skup tacaka f(x) takvih da je

|fl)—Ll<e & -—-e<flx)—-L<e & fx)e(L—¢L+e).



Vrednosti f(x) nalaze se proizvoljno blizu tacke L.
Koristeéi ovu notaciju, sada mozemo zapisati:

Definicija 1.1. Broj L je granic¢na vrednost funkcije f(x) u tacki a, koja je tacka nagomilavanja skupa D, akko
(Ve >0)(30 >0)(Vxe D\ {a})(|Jz —a| <d=|f(z) - L| <e).

Sa D je oznacen domen funkcije f. Ponovo uo¢avamo da tacka a ne mora da pripada skupu D (iskljucena je iz
razmatranja o grani¢noj vrednosti), kao i da je skup vrednosti « koje razmatramo simetri¢an u odnosu na tacku a
- biramo vrednosti x i sa leve, i sa desne strane tacke a.

Vazno je uociti i da tacka a u kojoj izra¢unavamo limes ne moze da bude bas bilo kakva; ona ne mora da pripada
domenu funkcije, ali mora da ima osobinu da u svakoj njenoj okolini postoji beskona¢no mnogo tacaka domena
funkcije D. Takva tacka se zove tacka nagomilavanja skupa D. Grani¢ne vrednosti trazimo iskljucivo u tackama
nagomilavanja domena.

Primer 1.4. Pokazimo, koristeéi definiciju, da je lim2 oz = 10.
T—

Resenje: U ovom sluéaju je f(z) = 5z, a =2 1 L = 10. Da bismo pokazali da navedeno tvrdenje vazi,
trebalo (sledeéi definiciju) bi da pokazemo da

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € R\ {2})(Jx — 2] < 6 = |bz — 10| < ¢).
Uocavamo da vazi -

br—10|<e = SBlz—2/<e = |x—2|<5

€
a to znaci da za svako proizvoljno izabrano ¢ mozemo uzeti da je 6 = — (tacnije, i svako J§ koje je manje od 5

€
. . 7 .. .7 . .o 5
ispunjavace uslov), i ispuni¢emo zahtev definicije:

€

—2| <

= |5z —10| < 5|z — 2| <5-§=e
¢ime smo dokazali da je 111112 5z = 10.
T—r

Graficki, definiciju mozemo ilustrovati kao $to je prikazano na Slici 4. Ukoliko je L grani¢na vrednost funkcije
f(z) u tacki a, to znaci da za svaku (e-)okolinu tacke L mozemo pronadi (simetri¢an) interval (d-okolinu) oko tacke
a tako da se ta okolina cela preslikava u uocenu e-okolinu tacke L.

Ovo mozemo “procitati” i na sledeéi na¢in: ako zadamo vrednost € i odredimo na osnovu nje polozaj hori-
zontalnog osencenog (zutog) pojasa, (Slika 4), onda ispitujemo da li postoji moguénost da postavimo vertikalni
pojas - interval oko tacke a tako da pravougaonik sa centrom u tacki (a, L) ima osobinu da grafik funkcije u njega
“ulazi” i iz njega “izlazi” duz boc¢nih strana, a ne odozdo i odozgo. Ukoliko je moguée postaviti pravougaonik na
taj naéin, to znaci da je moguée naéi odgovarajuce 0, i da je grani¢na vrednost funkcije u tacki a zaista vrednost
L. U protivnom, mozemo zakljuciti da L nije grani¢na vrednost posmatrane funkcije u tacki a.

L+e /
 P—— ol

L

a+d

Slika 4: Tustracija definicije grani¢ne vrednosti funkcije u tacki. Ceo interval domena oko vrednosti a (interval na
z-0si) unutar vertikalnog obojenog (ruzicastog) pojasa preslikava se u odabrani horizontalni osenceni interval oko
vrednosti L (zuto obojeni pojas) na y osi.



Primer 1.3 pokazuje da se nikada ne moze pronaci okolina tacke x = 0 takva da su u njoj sve vrednosti funkcije
veoma bliske nekoj vrednosti L; zbog oscilovanja sa veoma velikom frekvencijom, prakti¢no svaka okolina nule se
preslikava u ¢itav interval [—1, 1], za koji ne vazi da je proizvoljno mali. Na kraju, navedimo jednu vaznu osobinu:

Ako funkcija ima grani¢nu vrednost u tacki, onda je ta grani¢na vrednost jedinstvena.

1.2 Leva i desna grani¢na vrednost

Posmatrajmo funkciju  H(z) = (1)’ ZZ i ; 8 . Ova funkcija se zove Hevisajdova (Heaviside) funkcija, ili

step-funkcija. Njen grafik je prikazan na Slici 5.

¥
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-
D&
06—
0.4~
02+
L | | 3 1 | 1 ¢
-3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 5: Grafik Hevisajdove funkcije u okolini tacke x = 0.

Ukoliko zelimo da odredimo lirr%) H(z), jasno je da nailazimo na problem.
T—

Pretpostavimo da je lir% H(z) = A ipokusajmo da koristimo definiciju grani¢ne vrednosti. Treba da vazi:
r—r

(Ve > 0)(38 > 0) (v € R\ {0})(|z — 0| < § = [H(z) — A| < ¢).

Dakle, za pozitivne vrednosti x grani¢na vrednost A bi trebalo da bude proizvoljno bliska vrednosti 1, a za
negativne vrednosti x ta ista grani¢na vrednost bi trebalo da bude proizvoljno bliska vrednosti 0. To nije moguce
postiéi ni za jednu vrednost A. Ovo mozemo potvrditi primerom.

Izaberimo, recimo, € = 0.25. Tada bi trebalo da odredimo odgovarajuée é > 0 tako da

z| <6 = |H(z)-A|l<0.25.

S obzirom na to da je H(z) razli¢ito definisano za vrednosti « levo i desno od nule, uotavamo da se prethodno
svodi na to da

x€(0,0) = |1-A4]<025 = A€ (0.75,1.25), jerje H(z)=1,
r€ (4,00 = [0-A4<025 = Ae€(-0.250.25), jerje H(z)=0.
Ovo, naravno, nije moguée ni za jednu vrednost A, jer navedeni intervali nemaju presek. Zakljuéujemo da lir% H(x)
z—
ne postoji.
Prethodni primer veoma sugestivno navodi na uvodenje pojma jednostrane grani¢ne vrednosti.

Definicija 1.2. Broj Ly je leva graniéna vrednost funkcije f(z) u tacki a akko
(Ve >0)(F0 > 0) (Vz € D\ {a})(x € (a—d,a) = |f(x)—L1]<e).

Ovo zapisujemo  lim f(z) = L;.
Tr—a~

Definicija 1.3. Broj Ly je desna graniéna vrednost funkcije f(x) u tacki a, akko

(Ve > 0)(36 > 0) (Vo € D\ {a})(z € (a,a+08) = |f(z)— Lo <e).



Ovo zapisujemo  lim f(z) = Lo.
z—at

Na osnovu navedenog, nije tesko zakljuciti da je

lim H(z)=10 i lim H(z)=1.

z—0— z—0t1

Vazno je uociti da funkcija ima grani¢énu vrednost u tacki a akko ima i levu i desnu grani¢nu vrednost u toj
tacki, i ako su one jednake. Drugim re¢ima,

lim f(z)= lim f(z)=L < lim f(z)=1L.

T—a— z—a™t T—a
Jednostrane grani¢ne vrednosti posmatramo i u situacijama kad funkcija nije definisana i levo i desno od

posmatrane tacke. Tako je, na primer lim+ VvV =0,a lim /z ne postoji, jer je domen funkcije f(z) = v/x skup
x—0 x—0~

nenegativnih realnih brojeva (R* U {0}).
Zakljucimo sva navedena razmatranja jo$ jednim ilustrativnim primerom:

Primer 1.5. Za funkciju y = f(x) ¢iji je grafik prikazan na Slici 6 odrediti sve navedene vrednosti i granicéne

vrednosti:
@f(=1) O lm f@) (@ lm f@) (@ lm f@)
(e) f(1) (f) lim f(z) (9) lim f(z) (h) lim f(z) (1)
(i) 46) () lm f@) ) @) () lm @)
6}"
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Slika 6: Grafik funkcije y = f(z), Primer 1.5.

Resenje: S obzirom da su svi odgovori direktno ¢itljivi sa grafika, bez upustanja u objasnjenja i diskusiju
navodimo odgovore na postavljena pitanja:

(a) f(—4) ne postoji (b) lm f()= (¢) lim f(z)=2 (d) lim f(z)=2
(e) f(1) =4 (f) lim f(z) =4 (9) lim f(z)=—2 (h) lim f(x) ne postoji
(i) £(6) =2 (7) lim f(z) = (k) lim f(z) =5 (1) lim f(z) =5.

(2)

1.3 Operacije sa grani¢nim vrednostima

Do ovog trenutka nismo izra¢unali ni jednu grani¢nu vrednost. Uglavnom smo, analizirajuéi date funkcije procen-
jivali sta bi njihove granicne vrednosti u pojedinim tackama mogle biti. Takode, naveli smo definiciju granic¢ne
vrednosti, ali smo odmah shvatili da nam ona tesko moze posluziti da izracunamo grani¢nu vrednost; uglavnom je
koristimo da dokazemo da neka vrednost (koju sami na neki na¢in odaberemo/pogodimo) jeste, ili nije, grani¢na
vrednost posmatrane funkcije.



Sa ciljem da kona¢no dodemo do postupka za izracunavanje neke grani¢ne vrednosti, naves¢éemo nekoliko op-
eracija koje se mogu primeniti na grani¢ne vredosti.
Dakle, pretpostavimo da lim f(z) i lim g(z) postoje (to, u ovom trenutku, podrazumeva i da su obe konacni
Tr—ra Tr—ra

brojevi). Pretpostavimo i da je ¢ € R. Tada vazi:

Ll [ef ()] = clim /()
2 lim [f(x) £ g(x)] = lim f(2) £ lim g(x)
3. lm[f(2) g(@)] = lim f(2)- lim g(x)
[ f@)]  Jm @) .
B i [g(w)} - lim g(2)’ = 6@ #0

5. lim [f(z)]" = [lim f(x)r

T—a T—ra

3=
3=

6. lim [f(@)]" = [lim f(2)]
7. lime=c
Tr—ra
8. lmz=a
r—a
9. lim z" = a”
Tr—a

Neka od prethodnih svojstava su direktna posledica nekih drugih (kao, na primer, osobina 5, koja je direktna
posledica osobine 3, ili osobina 9, koja je posledica osobine 5 za funkciju f(z) = x, i osobine 8). Ovde su sva
svojstva navedena radi kompletnosti (i bez dokaza).

Napomenimo i da iste osobine vaze i ako se svuda limes zameni jednostranim limesom.

Sada ve¢ postoje neke grani¢ne vrednosti koje mozemo izra¢unati, koriste¢i samo gore navedene osobine.

Primer 1.6. Izracunati lim2(3ac2 + 5z —9).
T——

Resenje:
lim (322 + 52 —9) = lim 32+ lim 5z — lim 9
r——2 r——2 r——2 T——2
= 3 lim_2®+5 lim 2—9
T——2 T——2
2
= S[Iim ac] +5-(=2)—9
T——2
3(=2)% + (-10) -9
— 3-44(—10)—9
-7
Uotimo da je i vrednost funkcije P(x) = 322 + 52 —9 utacki z = —2 jednaka dobijenoj graniénoj vrednosti,
tj. P(=2)=-T= lim2 P(z). Ve¢ nam je dobro poznato da grani¢na vrednost funkcije nikako ne mora da bude
T——

jednaka vrednosti funkcije u posmatranoj tacki, ali takode znamo i da to nekad (kao, na primer, u ovom sluéaju)
moze da se dogodi. Osobinu da im je grani¢na vrednost u nekoj tacki jednaka vrednosti u toj tacki imaju i druge
funkcije osim polinoma, i toj osobini ¢emo se uskoro vratiti i preciznije je definisati. U ovom trenutku je korisno
da napomenemo da ovu osobinu imaju sve elementarne funkcije, odnosno, da vazi:

Granicna vrednost svake elementarne funkcije u tacki u kojoj je ta funkcija definisana, jednaka je vrednosti funkcije
u toj tacki.

To znaci da je, na primer, za x = a € D, gde je D domen funkcije,

P(z) P(a)

limsinz =sina, lime®*=¢€%, limlnz=Ina, lim ,
z—a T—a T—a z—a (1:) Q(a)




Ovo su samo neki od primera. Ova osobina elementarnih funkcija uveliko olaksava izracunavanje grani¢nih vred-
nosti.

Tako nam prethodna zapazanja reSavaju mnoge probleme kada je re¢ o grani¢nim vrednostima, ipak ima situacija
kada navedena pravila nisu dovoljna. Sledeéi primer se odnosi na jednu takvu situaciju:

Primer 1.7. Izracunati

) i 2?44 — 12
VST 2 _op

b) lim T —+3x+4

r—4 4 —x

ResSenje: Za oba navedena primera vazi da funkcija nije definisana u tacki u kojoj se trazi grani¢na vrednost.
Takode, pravilo da je grani¢na vrednost koli¢nika jednaka koli¢niku grani¢nih vrednosti, a zatim pravilo da je
grani¢na vrednost polinoma u tacki jednaka vrednosti polinoma u tacki (analogno vazi i za iracionalnu funkciju
u drugom primeru, mada do sad jo$ nismo formalno objasnili da je tako, ni zasto je tako), dovode do toga da
zaklju¢imo da su, u oba primera, grani¢ne vrednosti koje racunamo neodredeni izrazi oblika “ % ”. To znaci da je
neophodno uraditi jos nesto da bi se trazene grani¢ne vrednosti odredile.

a) S obzirom da je vrednost u tac¢ki x = 2 polinoma u brojiocu jednaka 0, jasno je da je taj polinom deljiv sa
(x —2), odnosno, da se moze faktorisati tako da mu je jedan faktor (x —2). Isto vazi i za polinom u imeniocu.
Tada je (z — 2) zajednicki faktor brojioca i imenioca racionalne funkcije, i da se oni mogu skratiti. Nakon
skradivanja, ni brojilac, ni imenilac, nisu jednaki 0 u tacki x = 2, pa, na osnovu prethodno navedenih pravila,
izraCunavamo grani¢nu vrednost uvrstavanjem x = 2 u dobijeni izraz.

244w —12 -2 6
lim & 22 A = lim —(x )z +6)
-2 12— 2z =2 z(x—2)
. x+6
= lim
r—=2 I
2+6
5

4.

Primetimo da smo (konac¢no) izrac¢unali granié¢nu vrednosti kojom smo se bavili u Primeru 1.1.

b) Iako je u ovom primeru rec¢ o iracionalnoj funkciji, ideja da “uklonimo neodredenost” iz izraza skracivanjem
zajednickim faktorom (z—2) ostaje. Uobicajeni korak je prosirivanje izraza onim $to iracionalni deo dopunjava
do razlike stepena (razlike kvadrata u ovom slu¢aju). Dalje je sve isto kao kod racionalnih funkcija.

. T—3r+4 . x—3x+4 z++/3x+4

hm B — = hm .

z—4 4 —z z—4 4 —x x+V3xr+4
2?2 -3z —4

iigil 4—z)(xz++V3z+4)

= lim (z—4)(@+1)
=4 (4 — x)(x + 3z + 4)

. r+1

= —lim-—rw——
=4 x4+ /3x + 4

_ 4+1

443 4+4

_ 5

-8

Uocimo da su u oba primera trazene grani¢ne vrednosti neodredeni izrazi oblika %, ali da se daljim izracunavanjem
dobijaju razli¢ite vrednosti. To je osnovna karakteristika neodredenih izraza - njihova vrednost moze biti bilo
Sta.

Naveséemo (bez dokaza) jos dve teoreme koje se odnose na grani¢ne vrednosti:

Teorema 1.1. Ako je za sve vrednosti © € (a,b) zadovoljeno da je f(x) < g(x), onda za ¢ € (a,b) vazi da je
lim f(z) < lim g(x).
Tr—c Tr—cC
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Teorema 1.2. Ako je za sve vrednosti x € (a,b) zadovoljeno da je f(z) < h(z) < g(x), i ako za ¢ € (a,b) vaZi da
je lim f(x) = lim g(z) = L, onda je i lim h(z) = L.

r—c r—c r—c

Iskoristiéemo ovu teoremu u narednom primeru:

R 1
Primer 1.8. Izracunati lim 22 cos =.
x—0 x

1
Resenje: Data funkcija nije definisana u tacki z = 0. Uz to, znamo i da lirr%) cos — ne postoji (prakti¢no, to je
r— X

isti problem kao i u Primeru 1.3).
Uocimo da vazi da je, za svako z # 0,

1
—1<cos— <1,
T

a da je, mnozenjem sa 2% (koje je pozitivno, pa se ne menja smer nejednakosti)

1
—z? SxQCosf gxz.
x

Kako je
. 2\ 1s 2 _n2 _
lim (—z*%) = lim 2* = 0 = 0,
z—0 z—0
o . 1 ...
na osnovu Teoreme 1.2, uzimajuéi da je f(z) = —22, g(z) =2% i h(z) =x*cos —, vazii
x
lim 2% cos — = 0.
x—0 x
Grafici funkcija f(z) = —22, g(z) = 22 i h(z) = 22 cos% su prikazani na Slici 7; “ukljeStenje” u okolini z = 0
koje smo koristili se lako uocava.
¥ 2
A\ 7
o \xcos(})
3 B ,.: 5 5
;. ‘- 2
—X

Slika 7: Grafici funkcija f(z) = —2?, g(x) =2? i h(z) =22 cos L.

Jos jedna (poznata) grani¢na vrednost, koja se dalje moze koristiti za odredivanje drugih grani¢nih vrednosti
trigonometrijskih funkcija, se moze izra¢unati koris¢enjem Teoreme 1.2.

sinx

Primer 1.9. Izracunati lim
z—0 X

Resenje: Uocavamo da, mada su i funkcija y = sinz i funkcija y = x definisane u = = 0, njihov koli¢nik nije.
Takode, direktnim uvrstavanjem (koristeéi ranije definisana pravila za izra¢unavanje grani¢nih vrednosti) dobijamo
neodredeni izraz “%”. Znamo da moramo jo§ malo da se potrudimo da bismo odredili ovakvu grani¢nu vrednost.

TR . L. . Laps . 4 .
Posmatrajuéi trigonometrijsku kruznicu, lako mozemo uociti da je, za 0 < z < 5 zadovoljeno

sinz < x < tgz.

11



Ovo se moze potvrditi na sledeéi nacin: ako krak ugla z[rad] see kruznicu u tacki A, a tangensnu osu u tacki
B, i ako je C(1,0) tacka dodira kruznice i tangensne ose, onda je povrsina trougla odredenog tackama OC A manja
od povrsine kruznog isecka koji odgovara luku AC, a ova je opet manja od povrsine trougla odredenog tackama

ACB (prva figura je podskup druge, a ova opet, podskup treée). Dalje je

2
P(s OCA) =

5 , P(iseckalCOA) = 5 > P(AOCB) =
Recipro¢ne vrednosti navedenih veli¢ina tada formiraju niz nejednakosti

cosT 1 1

sinx =z sinz’

a nakon mnozenja sa sinx (ova funkcija je, za posmatrane vrednosti « pozitivna), vazi

sinx
cost < — < 1.
T

sinx

Kako je lim cosz =cos0=1= lim 1, na osnovu Teoreme 1.2 vaziidaje lim
z—0t z—0t z—0t T

1-sinz 17z 1-tgx

2

=1.

Kako je f(z) = e parna funkcija (kao koli¢nik dve neparne funkcije), vazi da je f(—z) = f(x), pa zakljucak
x

analogan ovom koji smo izveli o ponaSanju funkcije desno od nule vazi i levo od nule.
. sinz

lim =1

z—0—

x
Odatle konaé¢no zaklju¢ujemo da je

. sinx
lim =1.
x—0 X

1.4 Uopstenje pojma grani¢ne vrednosti

a) Beskonac¢na grani¢na vrednost (u konaénoj taéki)

Taénije, vazi da je i

1
Ukoliko bismo postavili pitanje grani¢ne vrednosti lin%) —, 1pokusali na njega da odgovorimo, recimo, tako

x—0 I

$to formiramo tablicu vrednosti funkcije za neke vrednosti = koje se priblizavaju nuli sa leve i desne strane,

uocili bismo da:

1
— vrednosti funkcije f(z) = — neograni¢eno rastu dok se x priblizava nuli sa desne strane (tj., preko
x

pozitivnih vrednosti);

1
— vrednosti funkcije f(z) = — neograni¢eno opadaju dok se x priblizava nuli sa leve strane (tj., preko
x

negativnih vrednosti).

Ova zapazanja su potpuno u skladu sa grafikom funkcije, Slika 8.

Opisano ponasanje mozemo smatrati uopstenjem situacije da se ponasanje funkcije “stabilizuje” u okolini neke
tacke, u smislu da funkcija (“stabilno”) neogranic¢eno raste (ili opada). Samim tim, dolazimo i do uopstenja
pojma grani¢ne vrednosti. Definicije koje precizno opisuju ovu vrstu grani¢nih vrednosti su:

Definicija 1.4. Funkcija f : D — R ima beskonacnu graniénu vrednost u (konacénoj) tacki a ukoliko vazi

(VM > 0) (36 > 0) (Vz € D\ {a}) (jz — a| < § = f(z) > M),

ili
(VN <0) (36 >0) (Ve D\ {a}) (]t —a] <d = f(z) < N).
U prvom sluc¢aju pisemo
lim f(z) = o0
Tr—a

a u drugom
lim f(x) = —cc.

r—a
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50

251

I 1T I T 1 7T

1
Slika 8: Grafik funkcije f(z) = — u okolini tacke z = 0.
x

1
Uoc¢imo, medutim, da je u slucaju funkcije f(x) = —, leva grani¢na vrednost u = 0 razli¢ita od desne,
T

odnosno da vazi:

.1 .1 . o1 "
lim — =00, lim — = -0, i da zbog toga lim — ne postoji.
z—0t T z—0— T z—=0 T

Primeri beskona¢nih grani¢nih vrednosti u konaénim tackama karakteristiéni su za racionalne funkcije (u
tackama u kojima ove funkcije nisu definisane, odnosno u nulama polinoma u imeniocu racionalne funkcije).
Jedan takav primer je

2z 2z

=00, lim = -0, ipritome lim
z—=3- T — 3 T3 T —

lim
z—3+ T — 3

ne postoji.

Takode, logaritamska funkcija, kao i, recimo, tangensna funkcija, neograni¢eno rastu, ili opadaju, u blizini
konaé¢ne tacke. Tako je, na primer,

lim Inx = —o0, lim tgr =—o0, lim tgr = oo .
z—07+ x5+ =5~

Ostaje da dopunimo spisak operacija sa grani¢nim vrednostima, u skladu sa ovim uopstenjem pojma granicne
vrednosti. Pretpostavimo, dakle, da je lim f(z) = oo i lim g(x) = L, gde je L konac¢an broj. Tada vazi:
r—a T—ra

L lim [f(@) £ ()] = (o L) = o0
2. ilg}l[f(z)g(x)]:(ool)):oo, akoje L>0
3. ;i_rg[f(a:)-g(x)]:(oo-[/):—oo, akoje L <0
i _M_*E*oo ako je
4. alllg_g(x)_i(L)i , akoje L>0
i M = () = —, akoje
5. ayg;_g(x)_i(L)i , akoje L<0
i [0 _ (L
0. ;1_% | flx)] (OO) 0




b)

Analogni izrazi vaze i ako je lim f(z) = —oc.
r—a

Takode, ako je lim f(z) = oo i lim g(x) = oo, prethodnom spisku operacija sa (uopstenim) grani¢nim vred-
Tr—ra r—ra

nostima mozemo dodati i

Tl [f@) + g@)] = (5ot o0) = o0
S Jim /(@) g(e)) = (00 00) = ox.

Tako smo u prethodnom tekstu naveli veliki broj pravila za racunanje sa grani¢nim vrednostima, postoji
nekoliko situacija za koje nismo naveli rezultujuce grani¢ne vrednosti. U stvari, ispostavlja se da postoji tac¢no
sedam takozvanih neodredenih izraza - izraza za koje, bez dodatnog razmatranja, ne mozemo dati odgovor o
grani¢noj vrednosti, a nakon $to obavimo pomenuto dodatno razmatranje, mozemo, dobiti razli¢ite odgovore,
koji zavise od konkretnih funkcija, a ne samo od njihovih grani¢nih vrednosti. Dakle, bez obzira o kojim
funkcijama je re¢, ukoliko znamo da obe teze beskonacénosti u nekoj tacki, znamo i da njihov zbir (kao i njihov
proizvod) teze beskonacnosti. Medutim, odgovor o tome kako se ponaSa njihova razlika, ili njihov koli¢nik ne
mozemo dati bez dodatnog razmatranja, pri ¢emu je oblik datih funkcija od presudnog znacaja. Na ovakvu

situaciju smo ve¢ naisli reSavajuéi grani¢ne vrednosti neodredenih izraza “%” (pogledati, recimo, Primer 1.7).

Sedam neodredenih izraza treba zapamtiti, i uvek imati na umu da zahtevaju dodatno razmatranje. To su

izrazi oblika 0
=, @, 0-00, co—o0, 1%°, 0°, oo
0 00

(Ovi, i sliéni, izrazi se ¢esto navode pod znacima navoda, da bi se naglasilo da su zapisi samo formalni i da
nemaju znacenje racunskih operacija u smislu na koji smo navikli!)

0

Granic¢na vrednost u beskonaénoj tacki.

Kada je funkcija y = f(z) definisana na intervalu (—oo,00), ili (¢,00), ili (—oo,t), ¢esto je od znacaja
ispitati kako se funkcija ponasa kad se & neograniceno povecava (ili neograni¢eno smanjuje), odnosno, kada se
priblizava beskona¢nim rubnim tackama domena. Ovo pitanje povezujemo sa jo$ jednim uopstenjem pojma
grani¢ne vrednosti: definiSemo grani¢nu vrednost funkcije u beskonacnosti.

Formalne definicije su:

Definicija 1.5. Broj Ly je granicéna vrednost funkcije f(x) kada x — oo (“u beskonacnosti”) akko

(Ve>0)(3M >0) VeeD)(z>M = |f(x)—Li| <e).
Ovo zapisujemo: li_>m f(z)=Ly.

Definicija 1.6. Broj Lo je granicéna vrednost funkcije f(x) kada x — —oo akko

(Ve >0) (3N <0) (Ve € D)(z < N = |f(z) — La| < ¢).

Ovo zapisujemo: lim f(x) = Lo.
T—r—00

Dakle, ¢injenica da funkcija ima graniénu vrednost kada © — oo (z — —o0) znaci da se vrednosti funkeije
proizvoljno priblizavaju uocenoj graniénoj vrednosti, ukoliko se vrednost argumenta x dovoljno poveéa (ili
dovoljno smanji).
1
Kao primer ponovo mozemo posmatrati funkciju f(x) = —. Posmatrajuéi njen grafik, prikazan na Slici 8,
x
mozemo uociti da je

lim — =0, i lim — =0.
T—00 I T——00 I

Pokusajmo ovo da potvrdimo koristeéi definiciju.
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Treba da pokazemo da za L; = 0 postoji vrednost M takva da za sve vrednosti x > M vazi da je

1 1

|f(x) — L] = |— — 0’ = — < . Jasno je da ako za proizvoljno izabrano pozitivno ¢ izaberemo M tako da je
x x

M =

(ili vige), ispunjavamo zahtev definicije i potvrdujemo da je trazena grani¢na vrednost jednaka 0.

o | =

Analogno rezonujemo i u slucaju grani¢ne vrednosti za © — —oo, gde treba da utvrdimo da je za dovoljno

1

1
malo z (x < N < 0) zadovoljeno da je ‘ — 0| =——<e¢e, makako malo e bilo. (Uo¢imo da je za negativne
x x

vrednosti = data funkcija negativna, §to koristimo u izra¢unavanju apsolutne vrednosti.) Dalje je jasno da ée

trazeni uslov biti ispunjen za x < ——, pa zaklju¢ujemo da vrednost N treba izabrati tako da bude N = ——.
€ €

Rezultat opisan u prethodnom primeru mozemo uopstiti. Bi¢e nam koristan u mnogim daljim razmatranjima
i konkretnim ra¢unanjima graniénih vrednosti. Dakle, za ¢ € Rir € QT vazi:

lim < =0, i lim — =0. (3)

z—oo T z——oo T
(U drugom slucaju treba obratiti paznju na definisanost funkcije f(x) = 2" za negativne vrednosti x.)

Napomenimo da i grani¢na vrednost funkcije u beskona¢nosti moze biti beskonacno velika. Takode, sve §to
je receno o operacijama sa grani¢nim vrednostima u kona¢nim tackama vazi i za ovo uopstenje, odnosno za
grani¢ne vrednosti u beskonacnim tackama.

Naves¢emo nekoliko primera funkcija ¢ije grani¢ne vrednosti u beskonacnosti mogu cesto biti od znacaja u
radu, odnosno na koje ¢emo ¢esto nailaziti.

Primer 1.10. Izracunati

a) lim (2z* — 2% + 8x);

frren
94 _ o2

)t 2

) Jim T

d) rgr—noo x?x: -5::3;39 ’

¢) Jm 53 1;3243-36’

) lim 3z2 +6 }

Resenje: Svi navedeni limesi spadaju u grupu neodredenih izraza. Prvi je oblika (co — 00), a ostali su oblika
—. Ideja koju koristimo u prvom primeru se koristi i u svim ostalim. Svodi se na izdvajanje najviseg stepena,
00

odnosno najveéeg (po apsolutnoj vrednosti) ¢lana u polinomu (ili iracionalnom izrazu). U prvom slucaju to
vodi do odredenog izraza oblika (c¢- 0o = 00), a u preostalim ¢e omoguditi skraéivanje razlomka i svodenje na

. o c .. 00 .. C .
jedan od odredenih izraza (—1 =¢, ili — =o00,ili — =0, za neke vrednosti ¢ € R).
Co c 00

Konaéno, dobijamo:

ST

f)

Naveséemo malo vise detalja iz postupka izracunavanje samo za dva poslednja slucaja. Iskoristi¢emo, osim

rezultata (3), jos i to da je Va2 = |z| = { ;357 ;Z i i 8 .
bl juil
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V35256 2B+ %) ) lz[\/(3+ %)

AT T T A o(E-2) oo z(3-2)
oy (B4 ) B+ V3
f)
322+ 6 , 2B+ /B4 )
hIl’l _— = hm 5 = 1 —
z——00 H —2x T——00 x(g — 2) z——00 x(g — 2)

Uoci¢emo i da je grani¢na vrednost polinoma u beskonac¢noj tacki jednaka grani¢noj vrednosti njegovog
vodeceg ¢lana za x — 0o. Ovo takode ¢esto koristimo pri izra¢unavanju limesa.

Osim polinoma, racionalnih i iracionalnih funkcija, i eksponencijalna, logaritamska, kao i arkus funkcije (tan-
gensa 1 kotangensa) definisane su za beskonacne vrednosti x i od znacaja je posmatrati njihove grani¢ne
vrednosti u beskonacnosti. Navodimo grani¢ne vrednosti nekih od pomenutih elementarnih funkcija u
beskonac¢nosti:

. . . . m . ™
lim e® = o0, lim e*=0, limIlnz=o0c0, lim arctgz=—, lim arctgax = ——.
T—00 T——00 T—00 Z—00 2 T——00 2

Sve ove vrednosti se direktno ¢itaju sa grafika elementarnih funkcija.

Koriste¢i navedene grani¢ne vrednosti, mozemo izra¢unati grani¢ne vrednosti nekih slozenih funkcija:

Primer 1.11. Izracunati

@) lim 2! —2"+82),
T——00 ’

b) lim e(2—4x—8x2) .
T—00 ’

c¢) lim (6101 — 457 4 3e% 4 272 — 9@‘151);
T—r 00

) 6e4$ _ 67226
d) lim 4z 2x —z’
z—o0 8etT — 4% + e

. 1
¢) Jim In (33—533)

f) lim arctg (z* — 5z +6).
T—> 00

Resenje: Kombinujuéi postupak koji smo predlozili za grani¢ne vrednosti iz prethodnog primera, ¢ime
odredujemo grani¢nu vrednost argumenata eksponencijalne, logaritamske, i funkcije arkus tangens, sa znan-
jem o grani¢nim vrednostima samih elementarnih funkcija, lako dolazimo do trazenih grani¢nih vrednosti.
Ovu izuzetno korisnu ideju za izracunavanje limesa slozene funkcije tako sto izracunavamo vrednost funkcije
u grani¢noj vrednosti argumenta ¢emo malo kasnije i formalno navesti i objasniti.

Konacno, dobijamo:

) o0 3.
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2 Beskonacno male 1 beskonac¢no velike veli¢ine

Do sad smo veé prihvatili termin beskonaéno mala veli¢ina u okolini tacke a za funkciju (veli¢inu) f(z) koja ima
osobinu da je f(x) # 01idaje lim f(z) = 0. Analogno, za funkciju g(z) za koju vazi da je lim |g(z)| = co kaZzemo
Tr—a r—a

da je beskonaé¢no velika veli¢ina u okolini tacke a.

Ve¢ smo shvatili da nisu sve beskona¢no velike veli¢ine jednako beskona¢no velike, niti to vazi za beskonac¢no
male velicine. Medu njima ima razlike; mozemo ih porediti na slede¢i nacin:
Ako su f(z) i g(z) dve beskonacno male veli¢ine u okolini tacke z = a, i ako je lim fEI; = L, onda

z—a g(x
e ako je L =0, onda f(z) brze tezi nuli u okolini tacke a, i kazemo da je f(z) beskona¢no mala veli¢ina viseg
reda od g(x);

e ako je L beskona¢no veliko, onda g(z) brze tezi nuli u okolini tacke a, i kazemo da je g(z) beskonacno mala
veli¢ina viseg reda od f(x);

e ako je L # 0, (L konac¢no) onda kazemo da su f i g beskona¢no male veli¢ine istog reda u okolini tacke a;

e ako je L =1, kazemo da se funkcije f i g isto ponasaju u okolini tacke x = a i to zapisujemo f ~ g.

Ukoliko grani¢na vrednost lim f((xi ne postoji, kazemo da su funkcije f i g neuporedive u okolini tacke = = a.
z—a g(T
Na primer, funkcija f(z) = 2?2 je beskona¢no mala veli¢ina viseg reda od (beskona¢no male veli¢ine) funkcije
g(z) = x u okolini nule. Funkcije f(x) = sinz i g(z) = z su beskona¢no male velicine koje se isto ponaSaju u
okolini tacke x = 0.

Potpuno analognu klasifikaciju mozemo uvesti i za dve beskona¢no velike veli¢ine.

Uoc¢imo da poznavanje ponasanja funkcije u okolini neke (konacne ili beskona¢ne) tacke moze znacajno da nam
olaksa izraCunavanje grani¢nih vrednosti, pa i druga ispitivanja u vezi sa funkcijom. Recimo, veé¢ smo uocili da
ponasanje polinoma u beskona¢noj tacki mozemo poistovetiti sa ponasanjem njegovog vodeceg Clana, a to nam je
znatno pojednostavilo odredivanje grani¢nih vrednosti racionalnih funkcija u beskona¢nim tackama.

3 Asimptote funkcije

Asimptote funkcije su krive koje se, u okolini beskona¢no daleke tacke, beskona¢no priblizavaju posmatranoj
funkciji. Koristeéi grani¢ne vrednosti, ovo mozemo zapisati na sledeé¢i nacin:

Definicija 3.1. Kriva y = p(z) je asimptota funkcije y = f(x) kad x — oo akko vaZi

lim (f(z) — () = 0.

r—00

Analogna definicija vazi i za x — —o0.

U najveéem broju slucajeva interesuju nas asimptote koje su linearne funkcije. Drugim rec¢ima, pokusavamo
da odredimo da li postoji prava ¢(x) = kx + m kojoj se grafik funkcije koju posmatramo beskonacno priblizava
kada ¢ — oo (ili kada z — —o0). U skladu sa upravo uvedenom definicijom, ispitujemo da li postoje koeficijenti
k,m € R, takvi da vazi

lim (f(z) — kx —m) = 0.
T—r00
Dalje je
lim (f(z) — kz) = m,

T—r 00

a deljenjem jednakosti sa x dobijamo

im (22 gy = i ™ =0,

T—oo I T—00 I

Prethodno ¢e biti zadovoljeno ako je

k= lim @) ) a zatim i m = lim (f(x) — kx).
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Ovim smo opisali postupak za odredivanje koeficijenata prave koja ima osobinu asimptote posmatrane funkcije
za £ — 0o. Analogno se defini§u parametri asimptote za * — —oo. Veoma je vazno napomenuti da je ponasanje
funkcije kada x — 0o u opStem slucaju nezavisno od ponasanja funkcije za x — —oo i da se ova ponasanja nezavisno
i ispituju.

Naravno, navedene grani¢ne vrednosti ne moraju da postoje, a tada posmatrana funkcija nema asimptotu.
Ukoliko navedene grani¢ne vrednosti postoje, i ukoliko je k # 0, prava y = kx + m je kosa asimptota funkcije
y = f(x) za x — oo (analogno za x — —0o0).

Ukoliko je k = 0, asimptota je oblika y = m. Ova prava je u specijalnom polozaju - paralelna je sa x osom.
Takva asimptota se naziva horizontalna asimptota. Naravno, kako je horizontalna asimptota samo specijalan slucaj
kose asimptote, a funkcija se ne moze istovremeno beskona¢no priblizavati (za iste vrednosti 2) dvema razli¢itim
pravama, zakljuéujemo da funkcija ne moze imati istovremeno i horizontalnu i kosu asimptotu (za  — oo, odnosno,
posebno, za x — —00).

Korisno je uociti i da horizontalnu asimptotu mozemo odrediti ne samo kao specijalni slucaj kose, tj. dobijajuci

x
da je lim M =0, ve¢ i raCunajudi
r—o00 I
lim f(z)=1L;
xr—r o0
ukoliko je L konacan broj, onda funkcija y = f(z) ima horizontalnu asimptotu kada z — co. Njena horizontalna
asimptota je prava y = L.

Analogna razmatranja vaze i za x — —oo.

Jos jedan specijalni slucaj asimptote je wvertikalna asimptota. Ona postoji ukoliko se funkcija y = f(x)
beskona¢no priblizava (vertikalnoj) pravoj 2 = a (ovde je, prirodno, a konac¢na vrednost). Sasvim je jasno da
to znac¢i da se funkcija neograni¢eno povecéava u (levoj i/ili desnoj) okolini tacke z = a. Koristeéi znanja o

grani¢nim vrednostima, mozemo definisati kriterijum:

Definicija 3.2. Funkcija y = f(x) ima u (konacnoj) tacki x = a vertikalnu asimptotu x = a akko je

lim f(z) =00 4li lim f(z)=—o0,
z—at z—at
i/ili
lim f(z) =00 dli lim f(z)= —oc.
r—a— T—a—

Ukoliko su i leva i desna grani¢na vrednost funkcije u tacki a beskonacne, funkcija ima dvostranu asimptotu, a
ukoliko je samo jedna od grani¢nih vrednosti beskonaé¢na, funkcija y = f(x) ima jednostranu vertikalnu asimptotu
u posmatranoj tacki.

Asimptotsko ponasanje funkcija moze ispoljiti u rubnim tackama domena, tako da u tim tackama i izraéunavamo
grani¢ne vrednosti i donosimo zakljucke o postojanju asimptota. Pri tome, beskona¢ni limesi u kona¢nim rubnim
tackama domena ukazuju na postojanje vertikalnih asimptota (obavezno ispitujemo i levu i desnu grani¢nu vrednost,
ukoliko je to u skladu sa domenom funkcije!), a kona¢ni limesi u beskona¢nim tackama ukazuju na postojanje
horizontalnih (odnosno kosih) asimptota. Vazno je obratiti paznju da funkcija koja nije definisana kada z — oo
i/ili x — —oo ne moze imati ni horizontalne, ni kose asimptote!

Ilustrova¢emo postupak odredivanja asimptota na primeru jedne racionalne funkcije.

Qj‘2

T1ta
Resenje: Kako se asimptote mogu pojaviti u rubnim tackama domena funkcije, odredivanje domena je prvi, i
nezaobilazan, posao. Domen date racionalne funkcije je D = (—o0, —1) U (-1, 00).

Primer 3.1. Odrediti asimptote funkcije f(x)

Vertikalna asimptota

Konacna rubna tacka domena je, dakle, vrednost x = —1, a funkcija je definisana i levo i desno od nje. To znaci da
¢emo ispitati i levu i desnu grani¢nu vrednost u x = —1 i utvrditi da li funkcija tu ima vertikalnu asimptotu. Ta
tacka je i jedina kona¢na rubna tacka domena, pa tu postoji i jedina moguénost za postojanje vertikalne asimptote.
2
lim
z=—-1- 14z
x malo manje od —1.
22

= —00, jer je brojilac ovog razlomka uvek pozitivan, a imenilac je negativan (i blizak nuli) za vrednosti

lim LTT = 00, jer je brojilac ovog razlomka uvek pozitivan, a imenilac je pozitivan (i blizak nuli) za vrednosti
z——1 x
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x malo veée od —1.

Kako u konaé¢noj tacki funkcija ima beskona¢nu grani¢nu vrednost, zaklju¢ujemo da tu ima i vertikalnu asimp-
totu. Prava x = —1 je obostrana vertikalna asimptota date funkcije.

Horizontalna asimptota
Kako je
x? x?

lim = —00 i lim =00

odnosno, kako funkcija ima beskona¢nu graniénu vrednost u beskona¢noj tacki (beskona¢nim tackama), zakljucujemo
da horizontalna asimptota ove funkcije ne postoji. To ostavlja mogucénost za postojanje kose asimptote.

Kosa asimptota

Izra¢unavamo:
2 2 _
limmz 1imx7:1:]g, lim (f(z) — kz) = lim Y ) =lim L = 1=m.

Odavde zaklju¢ujemo da je prava y = z — 1 kosa asimptota date funkcije za x — oco.
Lako utvrdujemo da vazi i da je

lim M: lim L:l, i lim (f(z)—kz)= lim <$2 —x):—l,

r——0c0 I T——00 ;L'(]_ + ;L') T——00 z——co \ 1+

pa zaklju¢ujemo da je (ista) prava y =  — 1 kosa asimptota date funkcije i za * — —oo.
2
x

Na Slici 9 je prikazan grafik funkcije f(x) = sa njenom vertikalnom i kosom asimptotom.

1+2

Slika 9: Grafik funkcije f(z) =

, sa vertikalnom i kosom asimptotom.

x
1+z
4 Neprekidnost funkcije
Neformalno receno, funkcija f(x) je neprekidna ako se njen grafik moze nacrtati bez podizanja olovke sa papira.
Sad kad smo sigurni da ideja neprekidnosti, kada je re¢ o funkcijama, nije drugacija od naseg intuitivnog shvatanja

pojma neprekidnosti (recimo, linije), mozemo pokusati da ovaj pojam formalno, i precizno, definisemo.
Pocecemo sa pojmom neprekidnosti funkcije u tacki.
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Definicija 4.1. Funkcija f : D — R je neprekidna u tacki a € D akko
(Ve>0)(3d>0) VreD) (lx—a|l <d=|f(x)— fla)] <e).

Ova definicija je jako slicna definiciji grani¢ne vrednosti funkcije u tacki a. Ako obratimo paznju na razliku,
uocavamo

e tacka a pripada domenu D funkcije f u definiciji neprekidnosti;

e tacka a je tacka nagomilavanja skupa D, u kojoj f ne mora da bude definisana, kada definiSemo grani¢nu
vrednost.

Ova razlika implicira neka vazna zapazanja o odnosu neprekidnosti i postojanja grani¢ne vrednosti u tacki:
Ukoliko funkcija nije definisana u tacki a, ona u toj tacki moze imati grani¢nu vrednost, ali pitanje neprekidnosti u
toj tacki nije sasvim jednostavno. Kako je uslov za ispunjenost definicije neprekidnosti taj da f(a) postoji, ukoliko
to nije slu¢aj ne mozemo tvrditi da definicija neprekidnosti nije ispunjena (osobine logicke operacije implikacije),
pa zaklju¢ujemo da je, u tacki u kojoj nije definisana, funkcija (trivijalno) neprekidna. Ovakvo shvatanje nije
sasvim intuitivno, i izaziva nedoumice, pa i neslaganja. Jedan nacin da se problem izbegne je da se insistira da se
o neprekidnosti funkcije (a samim tim i o “prekidnosti”) govori samo u tackama u kojima je ona definisana. Mi
¢emo ovo imati na umu, ali ne¢emo biti suvise iskljucivi po tom pitanju.

Posmatrajuéi definicije neprekidnosti i grani¢ne vrednosti mozemo zakljuciti da je funkcija neprekidna u tacki
a ako je njena grani¢na vrednost u toj tacki jednaka njenoj vrednosti u toj tacki. Ovim smo zaista dosli do sasvim
praktiénog uslova neprekidnosti funkeije, koji ¢emo koristiti u radu. Cinjenica je da Definicija 4.1 nije sasvim
zgodna za ispitivanje neprekidnosti konkretnih funkcija u konkretnim tackama, i da ¢e nam neki “operativniji”
pristup dobro dodéi.

Definicija 4.2. Funkcija f : D — R je neprekidna u tacki a € D akko

lim f(z) = lim f(z) = f(a).

r—at T—a~

Ova definicija podrazumeva da, za neprekidnu funkciju f(x), f(a) postoji, kao i da postoji grani¢na vrednost
funkeije u tacki a (to je jasno iz postavljenog uslova jednakosti leve i desne grani¢ne vrednosti). Kona¢no, grani¢na
vrednost i vrednost u tacki a moraju biti jednake.

Jednostavno je uociti da iz neprekidnosti funkcije sledi postojanje grani¢ne vrednosti, a da obrnuto ne vazi -
funkcija moze imati grani¢nu vrednost, a ne biti neprekidna u posmatranoj tacki. Ovakav slucaj ilustrovan je u
Primeru 1.2.

Ukoliko funkcija nije neprekidna u nekoj tacki, to moze biti posledica nekoliko razloga: bilo koje od tri vrednosti
koje se posmatraju u Definiciji 4.2 (vrednost funkcije, leva i desna grani¢na vrednost) mogu da ne postoje, ili bilo
koja od jednakosti medu njima moze da ne bude zadovoljena. U vezi sa tim razlikujemo i vrste prekida.

e Ukoliko lim f(x) postoji, ali nije jednak sa f(a) (ili f(a) ne postoji), prekid je otklonjiv. Funkcija se moze

r—a
dodefinisati, ili redefinisati, i postaée neprekidna.
e Ukoliko lim+ f(z) # lim f(x), pri ¢emu obe vrednosti postoje i konaé¢ne su, funkcija f u tacki a ima skok.
T—ra r—a—

U ovom slucaju prekid je neotklonjiv. Skok i otklonjivi prekid spadaju u grupu prekida prve vrste.

e Ukoliko leva ili desna grani¢na vrednost funkcije u tacki a ne postoje, ili nisu kona¢ne, funkcija ima prekid
druge vrste. (Prekidi druge vrste su neotklonjivi.)

Primer 4.1. Ispitati neprekidnost funkcije prikazane na Slici 10 u tackama
(a) v = -2, (b) x =0, (c) x =3.

Resenje:
(a) Sa grafika ¢itamo da je f(—2) =2, kao i da je

lim f(z)=-1#2= lim f(z).

r——2t T——2"

Odatle zaklju¢ujemo da data funkcija ima skok u tacki z = —2.

(b) Kako je
lim f(z) = lim f(z) = f(0) =1,

z—0+ z—0~
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Slika 10: Grafik funkcije y = f(x) posmatrane u Primeru 4.1

data funkcija je neprekidna u tacki x = 0.

(c) Vidimo da je f(3) = —1,1da je
lim f(z)= liriril* flx)=0#3.

r—3+
Zaklju¢ujemo da posmatrana funkcija u tacki x = 3 ima otklonjivi prekid. Da bi postala neprekidna treba je

redefinisati, odnosno treba definisati f(3) = 0.

Neprekidne funkcije i njihove osobine
Funkcija je neprekidna nad skupom ukoliko je neprekidna u svakoj tacki posmatranog skupa. Ukoliko je funkcija

neprekidna nad svojim domenom, kazemo da je funkcija neprekidna.

Svaka elementarna funkcija je neprekidna.
Neke vazne osobine neprekidnih funkcija su:

e Zbir, razlika, proizvod i koli¢nik neprekidnih funkcija su neprekidne funkcije.
e Inverzna funkcija neprekidne funkcije je neprekidna.

e Kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.
Ova tvrdenja znacajno smanjuju potrebu da se neprekidnost funkcija ispituje koriséenjem (bilo jedne, bilo

druge) definicije.
Jos jedan nacin da razumemo pojam neprekidnosti funkcije je da ga interpretiramo kao osobinu da male promene ar-
gumenta funkcije uzrokuju malu promenu vrednosti funkcije. Ovo je neka vrsta garancije “stabilnosti u ponasanju”

funkcije, koja je ¢esto od velikog znacaja u praksi.
Jos jedna korisna osobina neprekidnih funkcija je formulisana sledeé¢im tvrdenjem:

Teorema 4.1. Ako za funkciju g vazi da je lim g(x) = L i ako je funkcija f neprekidna u tacki L, onda je
r—a

lim f(g(x)) = f (lim g(x)) = F(L) .

r—a
Ovo obi¢no “¢itamo” kao moguénost da limes i neprekidna funkcija zamene redosled. Ovu osobinu smo veé

koristili kod izracunavanja grani¢nih vrednosti.
sinx

Primer 4.2. Izracunati lir%e
xr—r
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Resenje: S obzirom da je eksponencijalna funkcija f(x) = e” neprekidna u svakoj tacki z € R, a da je

lin% sinz = sin0 = 0 (i ovo je takode posledica neprekidnosti funkcije sin z), na osnovu prethodnog tvrdenja je
T

lim e5i1% = s ¥
x—0

=el=1.

Na kraju, naveséemo (bez dokaza) jos nekoliko vaznih i korisnih osobina neprekidnih funkcija, posmatranih nad
zatvorenim intervalom.

e Funkcija f koja je neprekidna nad zatvorenim intervalom [a, b] dostiZe svoju najmanju i svoju najveéu vrednost
nad tim intervalom.

e Funkcija koja je neprekidna nad zatvorenim intervalom je nad tim intervalom i ogranicena.

e Funkcija koja je neprekidna nad zatvorenim intervalom [a, b] uzima nad tim intervalom sve vrednosti izmedu
f(a) 1 f(b).

e Ako je funkcija f neprekidna nad zatvorenim intervalom [a, b], i ako je f(a)- f(b) < 0, onda postoji bar jedna
nula funkcije f na intervalu [a, b].

Prakti¢no, prethodnim je receno da neprekidna funkcija preslikava zatvoreni interval [a,b] (sirjektivno) na
zatvoreni interval [p, q]. Posledica toga je da za svaku tacku t € [p, ] mozemo odrediti (bar jedan) “original”, tj.
tacku ¢ € [a, b] takvu da je f(c) = t. To znaci da svakako postoje tacke intervala [a, b] (domena) koje se preslikavaju
u svaku od krajnjih tacaka (p, odnosno ¢) kodomena; p je minimalna, a ¢ maksimalna postignuta vrednost funkeije.
Ove dve vrednosti predstavljaju i ogranicenja funkcije na posmatranom intervalu.

Jasno je, naravno, da se krajnje tacke domena, tacke a i b, ne moraju preslikavati u krajnje tacke kodomena,
tacke p i ¢. U stvari, tacke p i ¢ nije uvek potpuno trivijalno odrediti (to uglavnom podrazumeva trazenje ekstrem-
nih vrednosti funkcije, u skladu sa uobic¢ajenim postupkom za to). Tada pojednostavljujemo situaciju time §to se
“zadovoljimo” ¢injenicom da su f(a) i f(b) tacke koje pripadaju kodomenu [p, ], i da odreduju jedan podinterval
tog kodomena. Tada je jasno da i za svaku tacku izmedu tih tacaka (f(a) i f(b)), postoji original koji pripada
intervalu [a, b].

Tlustracija ovih tvrdenja je prikazana na Slici 11. Neprekidna funkcija y = f(z) je posmatrana nad zatvorenim
intervalom [a,b]. Pod tim uslovima, grafik funkcije f nad posmatranim intervalom je neprekidna linija koja spaja
tacke (a, f(a)) i (b, f(b)). Intuitivno je jasno da, neprekidno “prelazeéi” od f(a) do f(b), vrednosti funkcije moraju
proéi kroz ceo interval izmedu f(a) i f(b). Jedna takva vrednost je proizvoljno izabrana tacka M € [f(a), f(D)];
jasno je, da postoji bar jedna tacka iz intervala [a,b] koja se preslikava u M. U prikazanom slu¢aju postoje tri
takve tacke: f(c1) = f(c2) = f(c3) = M.

U slu¢aju prikazanom na Slici 11 najveéu i najmanju vrednost funkcija postize upravo u tackama a i b. Vel
smo napomenuli da to ne mora uvek biti slucaj.
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Slika 11: Neprekidna funkcija f nad zatvorenim intervalom [a,b] uzima nad tim intervalom sve vrednosti izmedu

fla) i f(b).

Kona¢no, ako je f(a) - f(b) < 0, to znaéi da su vrednosti f(a) i f(b) razli¢itog znaka, odnosno, da se izmedu
njih nalazi i 0 (dakle, pomenuta tacka M sada moze biti i 0). Tada, na osnovu svega prethodnog, interval [a, b]

99



sadrzi (bar jednu) vrednost ¢ € [a,b] takvu da je f(c) = 0, odnosno, sadrzi (bar jednu) nulu funkcije. Jasno je
da je ovo veoma korisna informacija o ponasanju funkcije ako Zelimo da saznamo nesto o njenim nulama, a nismo
u moguénosti da ih ta¢no (analiticki) odredimo, veé to mozemo samo priblizno. Vazno je uociti da ovim nismo
resili pitanje odredivanja vrednosti ¢, ve¢ samo pitanje manje ili vise precizne lokalizacije. Takode, ne znamo koliko
takvih vrednosti ¢ ima na posmatranom intervalu; znamo da postoji bar jedna.

Primer 4.3. Utvrditi da li funkcija f(x) = 22° — 522 — 102 + 5 ima nulu na intervalu [—1,2].

Resenje: Polinom treéeg stepena ima bar jednu realnu nulu (znamo, medutim, da moze da ih ima i tri). Na§
zadatak je da utvrdimo da li je (bar jedna) nula u intervalu [—1, 2].

Koristedi ¢injenicu da je polinom neprekidna funkcija, znamo da on uzima, za € [—1, 2], sve vrednosti izmedu
vrednosti f(—1) i f(2).

Kako je f(—1) =8 i f(2) = —19, uocavamo da su ove vrednosti razli¢itog predznaka (ili, kako se to jos zapisuje,
f(=1)- f(2) <0), pavazi da je 0 € [—19, 8]. Tada mora postojati vrednost ¢ € [—1,2] takva da je f(c) = 0. Drugim
re¢ima, na datom intervalu nalazi se bar jedna realna nula posmatranog polinoma.

Jasno je da mozemo pokusati i preciznije da odredimo trazeni koren polinoma, ukoliko pokusamo da suzimo interval,
a da pri tom o¢uvamo situaciju da su vrednosti funkcije u krajevima intervala razli¢itog znaka. Recimo, kako vazi
da je f(0) = 5, znaci da je i f(0) - f(2) < 0, odnosno da se (bar jedna) nula posmatranog polinoma nalazi u
intervalu [0,2]. Ovaj postupak mozemo nastaviti sa ciljem da dalje suzavamo interval i jo§ preciznije odredimo
polozaj korena polinoma, $to jeste ideja koja se koristi kod numerickog resavanja jednacina. Da bismo, medutim,
bolje kontrolisali ceo proces, potrebno je da budemo sigurni da u posmatranom intervalu postoji tacno jedna nula
funkcije. Ovim problemom ¢emo se pozabaviti kasnije, kada budemo znali vise o osobini monotonosti funkcije.

Na kraju, ilustrujmo ovaj primer grafikom posmatrane funkcije f(z) = 22® — 522 — 10x + 5, Slika 12. Na
njemu je naznacena priblizna vrednost nule funkcije. Mozemo potvrditi da smo dobro lokalizovali njenu vrednost:
x = 0.4250308563 € [—1,2].
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Slika 12: Grafik funkcije f(x) = 22% — 522 — 10z + 5 sa naznacenom pribliznom vrednoséu nule funkcije.
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5 Brojni nizovi

5.1 Definicija niza i osnovni pojmovi
Brojni niz je lista brojeva koji su navedeni utvrdenim redosledom. Dakle, od znacaja je koji je broj prvi, koji peti,

koji n-ti na listi. Uobicajeni nacini zapisivanja ovakve liste su

a1, 2,03, ..,0n, Apt1,--- ili {an} ili {a”ﬂ}ZOZI .

Pri tome, a,, se zove opsti ¢lan niza. Indeks n odreduje poziciju elementa a,, u okviru liste.

1 oo
Primer 5.1. Nawesti nekoliko clanova niza {n } 1 predstaviti ovaj niz graficki.

?’L2 n=1
- o o n+1 . . . o . .
Resenje: Opsti clan ovog niza je a, = ——. Prvi ¢lan niza, a; dobijamo uzimaju¢i da je n = 1, drugi

izra¢unavamo uvrstavajuci u izraz za opsti ¢lan n = 2, itd. Tako dobijamo da su ¢lanovi niza

345 6
49167 25

Graficki, ovaj niz mozemo prikazati kao na Slici 13:

2.
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Slika 13: Graficki prikaz clanova niza {n—i; }
n

n=1

S obzirom na nac¢in odredivanja elemenata niza na osnovu opsteg ¢lana, jasno je da niz nije nista drugo nego

preslikavanje (funkcija) definisano nad skupom prirodnih brojeva. Na osnovu ovog zapazanja mozemo formulisati
i definiciju niza.

Definicija 5.1. (Realan) Brojni niz je svako preslikavanje (funkcija) a:N+— R.

Dakle, za opsti ¢lan a,, niza a vazi da je a, = a(n). Zapis a, je kradi i koristi se umesto uobic¢ajenog zapisa za
vrednost funkcije u tacki, a(n).

Cinjenica da je niz funkcija (specificna po tome §to joj je domen skup N prirodnih brojeva) olaksaée nam u
mnogim situacijama rad sa nizovima. Mnoge osobine nizova i operacije sa njima bice posledica onoga $to vazi za
funkcije u opstem smislu. Na primer, niz u Primeru 5.1 ima mnoge osobine koje ima i realna funkcija f : R\{0} — R

definisana sa f(z) = —5— (navedeni niz je restrikcija ove funkcije na skup prirodnih brojeva, a funkcija je ekstenzija
x

posmatranog niza). Vazno je, medutim, istaé¢i da postoje i neka svojstva nizova koja nisu karakteristi¢na za realne
funkcije, kao i da postoje nizovi za koje nije moguce, na opisani nacin, definisati odgovarajucée realne funkcije, i da
pri uopstavanjima treba biti pazljiv.
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Primer 5.2. Napisati nekoliko ¢lanova niza { on

n=0

Resenje: Zbog karakteristicnog faktora (71)”+17 elementi ovog niza redom naizmeni¢no menjaju predznak.

Niz sa takvom osobinom se zove alternativni niz. Nekoliko prvih ¢lanova datog niza su:

1 1 1 1 1
ap = a(0) = —1, alza(1)=§7 az = a(2) = —~ a3:a(3):§, a4:a(4>:_T6’ a5=a(5)=3*2,---

Uoc¢imo, medutim, da “odgovarajuca” neprekidna realna funkcija u ovom slu¢aju nije definisana, upravo zbog

nedefinisanosti (—1)%, za = € R (ili z € R™"); pri definisanju realne eksponencijalne funkcije f(z) = " postavljamo
uslov da osnova b stepena bude pozitivan broj.

Neke osobine koje brojni nizovi mogu da imaju navedene su u slede¢oj definiciji:
Definicija 5.2. Realan brojni niz {a,},.  je

e monotono rastuéi ako je za svako n € N zadovoljeno a, < api1;

e monotono opadajuci ako je za svako n € N zadovoljeno an, > api1;

e ogranicen odozdo ako postoji konstanta M € R takva da je za svako n € N zadovoljeno a,, > M; (konstanta
M se zove donje ogranicenje niza);

e ogranicen odozgo ako postoji konstanta P € R takva da je za svako n € N zadovoljeno a,, < P; (konstanta
P se zove gornje ogranicenje niza);

e ogranicen ako je ogranicen i odozdo, i odozgo.

Ove osobine ilustrovane su slede¢im primerom:

Primer 5.3. Ispitati monotonost i ogranicenost nizova:

%) {nil}nl;

b) {0

c) {n®}>";

d) {n®—10n—24}"" :

ResSenje: Monotonost niza, u najopstijem slu¢aju, mozemo ispitati tako sto razliku a,4+1 — a, uporedujemo sa
nulom. Ukoliko je, za svako n € N, ova razlika negativna, niz je monotono opadajuci; ukoliko je pozitivna, niz je
monotono rastuéi. Ukoliko ova razlika menja znak, niz nije monoton.

. . - RO (7T |
Sli¢no, mozemo uporediti koli¢nik nt

sa 1. Ukoliko je koli¢nik veéi od 1, niz je monotono rastuci; ukoliko je,
2%
za svako n € N, manji od 1, niz je monotono opadaju¢i. Ukoliko koli¢nik nije stalnog znaka, posmatrani niz nije

monoton.

Da niz nije monoton ¢esto mozemo utvrditi posmatrajuci samo nekoliko njegovih uzastopnih ¢lanova, ukoliko oni
ne pokazuju monotono ponasanje. Vazno je, medutim, istaé¢i da, samo na osnovu nekoliko ¢lanova koji ispoljavaju
monotono ponasanje, ne mozemo tvrditi da je niz u celini monoton.

Kona¢no, ispitivanje monotonosti niza moze se svesti i na ispitivanje monotonosti odgovarajuce realne funkcije.

a) Ovaj niz je monotono rastuéi, sto mozemo utvrditi posmatrajuéi

_n+l =n ~ (n+1)2-nn+2) nP+2n+1-n*—-2n 1 50
n+2 n+l (n+D0+2) (n+1)(n+2) C(n+D(n+2) "

an+1 — Qp

Niz je i ogranicen, jer za sve njegove ¢lanove a,, vazi 0 < a,, < 1.

b) Ovaj niz uzima, naizmeni¢éno, vrednosti 1 i (-1). Veé na osnovu ponasanja njegova prva tri elementa moze se
utvrditi da nije monoton. Niz je ograni¢en; 11 (-1) su mu, redom, gornje i donje ograni¢enje.

1=



c) S obzirom da za svaki prirodan broj n vazi da je n? < (n + 1)2, ovaj niz je monotono rastuéi i ograni¢en
odozdo. Donje ograni¢enje (svakog monotono rastuéeg) niza je njegov prvi ¢lan, a; = a(l) = 1. Gornje
ograni¢enje ne postoji, jer je n? veée od svake konstante, za dovoljno veliko n.

d) Ovaj niz nije monoton. Ispitivanje monotonosti ovog niza najjednostavnije je uraditi posmatrajuéi odgo-
varajuéu ekstenziju - realnu neprekidnu funkciju f(z) = 2? — 10z — 24. Ova kvadratna funkcija ima mini-
mum za r = 5; za argumente manje od 5 funkcija opada, a za argumente vece od 5 funkcija raste. To vazi i
za posmatrani niz: on je opadajuéi za prvih pet ¢lanova (-33, -40, -45, -48, -49) | a zatim je rastuéi.

Ogranicen je odozdo: njegovo donje ogranicenje je, na primer, a5 = a(5) = —49. Niz nije ograni¢en odozgo.

Uocimo da, kada je niz ogranicen, bilo odozgo, bilo odozdo, on ima beskonaéno mnogo ogranicenja, gornjih i/ili
donjih. Najve¢e donje ogranicenje niza a, zove se infimum niza a,, Sto oznacavamo sa in£I an. Najmanje gornje
ne
ogranicenje zove se supremum niza, Sto oznacavamo sa sup a,. Vazi da je svaki broj M, takav da je M < ing Qn,
ne

neN
donje ogranicenje niza a,, a da ni jedna vrednost 1" takva da je T" > ing a, nije donje ogranicenje tog niza. Takode,
ne

svaki broj P, takav da je P > supa,, je gornje ogranic¢enje niza a,, a ni jedan broj H, takav da je H < sup a,
neN neN
nije gornje ogranicenje tog niza.

Jos§ jedan pojam koji éemo koristiti u vezi sa nizovima je pojam podniza. Za niz {a,}, izdvajanjem njegovih
¢lanova sa parnim indeksima moze formirati podniz {az2,} (Gesto se zove “parni podniz”), a izdvajanjem ¢lanova
sa neparnim indeksima moze se formirati podniz {az,+1} (Cesto se zove “neparni podniz”). Podniz niza se moze
formirati i na druge nacine, izdvajanjem ¢lanova niza sa indeksima koji zadovoljavaju neko unapred definisano
pravilo.

5.2 Grani¢na vrednost niza

S obzirom da je niz (specijalna) funkcija, ispitivanje grani¢ne vrednosti - osobine niza da se njegovi ¢lanovi “stabi-
lizuju” (nagomilavaju) oko neke vrednosti - svakako je i ovde interesantno. Uo¢imo odmah da graniéna vrednost
u konaé¢noj tacki nema smisla kada je re¢ o nizovima; argument n niza je prirodan broj, a preko prirodnih brojeva
nije moguée proizvoljno se priblizavati nekoj kona¢noj vrednosti (skup prirodnih brojeva nije dovoljno ”gust”).
Dakle, jedino zanimljivo pitanje odnosi se na ponaSanje niza kada se njegov argument n neograniceno povecéava.
Definicija grani¢ne vrednosti niza, analogna Definiciji 1.5, je

Definicija 5.3. Broj L € R je graniéna vrednost niza {a,}, §to zapisujemo lim a, = L, akko
n—oo

(Ve >0) (3ng €N) (n>ng = la, — L| < e).

Specificnost niza kao funkcije je ta Sto sve vrednosti (i argumenta i same funkcije) mozemo da nabrojimo
(navedemo redom). Imajuéi to na umu, mozemo “procitati” definiciju grani¢ne vrednosti niza na sledeéi nacin:

Broj L je grani¢na vrednost niza {a,} ako se u svakoj, proizvoljno maloj, e-okolini tacke L nalaze skoro svi
¢lanovi niza, odnosno - svi nakon ¢lana sa indeksom ng.

Intuitivno, $to je manje odabrano e, otekujemo da bude veéi indeks ng nakon kog su svi ¢lanovi niza na rasto-
janju manjem od € od grani¢ne vrednosti L. Znacajno je uociti da je broj ng konacan, i jednak je broju elemenata
niza koji ostaju van uocene (proizvoljne) e-okoline graniéne vrednosti L. Iz ovoga sledi jedan veoma koristan nacin
da “proc¢itamo” Definiciju 5.3:

Broj L je grani¢na vrednost niza {a,} akko van svake e-okoline broja L postoji samo konaéno mnogo ¢lanova niza

{an}'

Definicija 5.4. Niz je konvergentan akko ima konacénu granicnu vrednost.

Ukoliko niz ima grani¢nu vrednost, ona je jedinstvena.
Za operacije sa grani¢nim vrednostima nizova vaze ista pravila koja smo definisali za operacije sa grani¢nim
vrednostima funkcija. Ovde ih, zato, ne¢emo ponovo navoditi, ali ¢emo ih, po potrebi, koristiti.

Ukoliko niz nema kona¢nu grani¢nu vrednost, kazemo da je divergentan. Niz moze biti divergentan iz jednog
od dva moguéa razloga: (1) njegova grani¢na vrednost je beskonacna, ili (2) njegova grani¢na vrednost ne postoji.
Prvi slucaj je potpuno analogan onome sto smo veé videli kod funkcija:

DI



Definicija 5.5.

lim a, = o0 akko (VM >0)(FnoeN) (n>ng=a, >M).

n— oo

lim a, = —o0 akko (VP <0) (3no eN) (n>ng = a, <P).

n—o0

Drugi slucaj, situacija da niz nema grani¢nu vrednost, nastupa kada ne postoji vrednost koja “oko sebe okuplja”
skoro sve ¢lanove niza, a ne vazi ni da su skoro svi ¢lanovi niza veéi (manji) od neke utvrdene vrednosti.

Tlustrova¢emo navedeno nekim primerima.

Primer 5.4. Ispitati konvergenciju nizova

n 9]
a) {n+1}n—l’

b) {(=1)"}Zos
c) {\/H}ZO:O;

Resenje:

a) U ovom sluc¢aju u moguénosti smo da koristimo odgovarajucée uopstenje (ekstenziju) do neprekidne funkcije

flx) = Y Kako je lim r o 1, zakljucujemo da je i za dati niz lim =1.
x+1 z—oo x + 1 n—oon + 1
b) Uocavajuéi da su elementi ovog niza, redom, 1,—1,1 — 1,1,..., zakljucujemo da ne postoji vrednost u ¢ijoj

su proizvoljnoj e-okolini skoro svi ¢lanovi datog niza: ima ih beskona¢no mnogo u svakoj okolini tacke 1 i
beskona¢no mnogo u svakoj okolini tacke (-1). Medutim, svih beskona¢no mnogo ¢lanova koji su u proizvoljnoj
okolini tacke 1 su van (pogodno odabrane) e-okoline tacke (-1), ¢ime se narusava definicija grani¢ne vrednosti
za L = —1. Analogno vazi i ako uzmemo L = 1. Zaklju¢ujemo da dati niz divergira. Uo¢imo da je ovaj niz,
iako divergentan, ogranicen.

¢) Elementi ovog niza se neograni¢eno povecavaju (ovo je monotono rastuéi niz koji nije ogranicen odozgo). On,
dakle divergira, pri ¢emu vazi da je lim +/n = oco.
n—oo

U ispitivanju konvergencije nizova ponekad mogu dobro posluziti i neka tvrdenja koja (bez dokaza) navodimo
u nastavku.

Teorema 5.1. Ako za niz {a,} vaZi da je lim ag, = L i lim ag,41 = L, onda je niz {a,} konvergentan i vazi
n—oo n—oo
da je lim a, = L.
n—oo

Jasno je da, ako je neki niz konvergentan, vazi da je svaki njegov podniz konvergentan, i da ima istu grani¢nu
vrednost kao i sam niz. Odatle, opet, sledi da ako ne vazi da svi podnizovi jednog niza konvergiraju ka istoj
vrednosti, niz mora biti divergentan. Medutim, nije lako (nije moguée) proveriti da li svi podnizovi konvergiraju
istoj vrednosti (podnizova ima beskona¢no mnogo). Teorema 5.1 omoguéava da proveru svedemo na samo dva
podniza - “parni” i “neparni”.

Slede¢i primer ilustruje mogucénost primene ovog rezultata.

Primer 5.5. Ispitati konvergenciju nizova

a) {(=1)"n};Zy;

) {(_1)nni 1}00 ’

¢) {n(1 = (=1)")} 2y

Resenje: Uocimo da je, kada ispitujemo konvergenciju alternativnog niza, veoma ¢esto od koristi posmatrati
ponaSanje njegovog parnog i neparnog podniza.
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a) Elementi ovog niza su, redom, —1,2, 3,4, 5,6, .. ..
Za njegov parni podniz vazi da je lim ag, = lim (=1)?"2n = lim 2n = oo, a za njegov neparni podniz je
n—oo n—o0o n—o00
lim ag,1 = lim (—=1)*""*(2n 4+ 1) = — lim (2n 4 1) = —oco. Kako ova dva podniza imaju razli¢ite grani¢ne
n— o0 n— o0 n—00
vrednosti, jasno je da niz {(—1)"n} _, divergira.

2 2
b) Za parni podniz ovog niza vazi da je lim as, = lim (—1)2"771 = lim L 1, a za njegov neparni
n— o0 n—oo 2n+1 nooco2n+1
2n+1 2n +1
. . T _1)\2n+1 1 _ . . . eue
podniz je nlingo Gont1 = nlin;o (-1 12 nlingo 2 1. Kako ova dva podniza imaju razlicite
o0
grani¢ne vrednosti, jasno je da niz {(—1)" i T divergira. (Uporediti sa Primerom 5.4(a).)
n n=1
c) Clanovi ovog niza su, redom, 2,0,6,0,8,0,.... Dakle, parni podniz ovog niza je stacionaran niz ¢iji su svi el-

ementi jednaki nuli, i za koji vazi lim ag, = lim 2n(1 — (=1)*") = lim 2n(1 —1) = lim 0 = 0. Medutim,
n— oo n— oo n— oo n—oo
¢lanovi sa neparnim indeksima se neograni¢eno poveé¢avaju (Cine niz parnih prirodnih brojeva). Za ovaj pod-
niz vazi lim ag,11 = lim (2n +1)(1 — (=1)*™) = lim 2n+1)(1 +1) = lim 2(2n+ 1) = co. To znadi
n—oo n—o00 n—r00 n— 00

da dati niz a,, nema grani¢nu vrednost.

Teorema 5.2. Ako za nizove {an}, {bn} 1 {cn} vaZi da postoji M € N takvo da je za sve vrednosti n > M

zadovoljeno a, < b, < c,, it da je lim a, = lim ¢, = L, onda je + lim b, = L.
n—oo n—oo n—oo

Navedena teorema (“o ukljestenju”) je analogna Teoremi 1.2 koju smo formulisali za grani¢ne vrednosti funkcija.
Na osnovu Teoreme 5.2 sledi sledece tvrdenje:

Teorema 5.3. Ako je za niz {a,} zadovoljeno da je lim |a,| =0, onda je i lim a, = 0.
n—oo n—oo
Dokaz ove teoreme sledi direktno iz Teoreme 5.2, ako uoc¢imo da za svaki broj (¢lan niza) a, vazi da je
7‘an‘ S G, S |an|7
a da je, pod navedenim uslovima, lim (—|a,|) = — lim |a,|=0.
n—oo n—oo
Prethodno tvrdenje mozemo ilustrovati slede¢im primerom:

_1)n
Primer 5.6. Odrediti lim (=1) .

n—oo N

Resenje: Uocimo, prvo, da za odredivanje ovog limesa ne mozemo koristiti znanje o grani¢noj vrednosti

_1)®
odgovarajude ekstenzije, jer funkcija f(z) = (=1 za r € R nije definisana. Ono $to nam moze posluziti je
x
Teorema 5.3.
S obzirom da je
_1 n 1
lim u = lim — =0,
n—roo n n—,oo N
na osnovu Teoreme 5.3 je i
G
lim =0.

n—oo N

Veoma je vazno uociti da Teorema 5.3 vazi samo ako je grani¢na vrednost niza apsolutnih vrednosti jednaka
(oo}
n

n+1

n

nuli. Na primer, u slucaju niza {(—1) } (Primer 5.5 (b)) nije moguée iskoristiti Teoremu 5.3, jer je
n=0

lim |(—1)"—

ona svakako nije jednaka jedinici, $to bismo, mozda, po “inerciji” mogli pogresno pomisliti!).

m =1 # 0. Kao $to smo veé utvrdili, navedeni niz nema grani¢nu vrednost (tako da

Uocimo da je svaki konvergentan niz ogranicen; dokaz za ovo tvrdenje zasniva se na ¢injenici da se uvek samo
kona¢no mnogo ¢lanova niza nalazi van e-okoline grani¢ne vrednosti L posmatranog niza, pa se moze odrediti koji
je, od tih kona¢no mnogo ¢lanova, najdalje od L. Na osnovu tog rastojanja mogu se odrediti gornje, odnosno donje,
ogranicCenje niza.

. ~.. . . P .o . .. . ny oo .

Obrnuto, medutim, ne vazi: primer niza koji je ogranicen ali nije konvergentan je {(—1)"} ", (Primer 5.4(b)).

“Dopunjujuéi” uslov ogranicenosti, dolazimo do vaznog tvrdenja o konvergenciji nizova:

IR



Teorema 5.4. (Princip monotonije):  Ako je niz {an} monoton i ogranicen, on je konvergentan.

Ovo tvrdenje ne¢emo formalno dokazivati. Samo ¢emo prokomentarisati da uslov tvrdenja obezbeduje da je
monotono rastuéi niz ogranicen odozgo (osim $to je, svakako ograni¢en odozdo svojim prvim ¢lanom). Tada vazi da

je grani¢na vrednost monotono rastuéeg niza njegovo najmanje gornje ogranicenje ( lim a,, = sup a, ), $to se moze
n— oo
neN
utvrditi pokazujuéi da ovaj supremum zadovoljava definiciju grani¢ne vrednosti. Analogno, za monotono opadajuéi

niz se trazi da bude ogranicen (i) odozdo, a njegovo najveée donje ogranicenje je tada i njegova grani¢na vrednost,
Sto se pokazuje po definiciji. ( lim a, = inf a,).
n— oo neN

Jedna vazna primena Principa monotonije je definicija broja e. Broj e (osnova prirodnog logaritma) je, naime,

1 n o0
definisan kao grani¢na vrednost konvergentnog niza { (1 + > }
n

n=1

1 n o0
Teorema 5.5. Niz {(1 + > } je monoton i ogranicen.
n

n=1

Dokaz ovog tvrdenja podrazumeva da se pokaze da je a,+1 > a,, odnosno

1 n+1 1 n
1+ —— > (14— .
n+1 n

n+1

1

o (1+r+1) nin+2)\""" n+1 1 AR | 1 n+1

= — = : —(1-—) - >(1- : —1
an, (1+ 1) ( )2 n+1 n

Kako je

niz je monotono rastudi.
Moze se pokazati i da je
2<a, <4, zasvako neN

pa sledi da je niz ogranicen.
1 n
Zaklju¢ujemo, na osnovu Teoreme 5.4, da je niz konvergentan, odnosno da postoji lim (1 + ) . Ako tu
n— oo n

grani¢nu vrednost oznac¢imo sa e, mozemo pisati da je

1 n
lim <1 + > =e.
n— o0 n

Uzimajuéi sve veéu vrednost za n mozemo dobiti pribliznu vrednost za e sa sve ve¢om tacnoséu. Napomenimo
da je e iracionalan broj i da je e = 2.71828182....

Prethodni niz i njegova grani¢na vrednost se ¢esto pojavljuju u praksi. Znacaj ovog niza i njegove granicne
vrednosti se visestruko povecava i zbog moguénosti uopstenja navedenog rezultata: vazi da za svaki niz {b,} za
bn
koji je lim b, = oo, vazi da je lim (1 + ) = e. Isto vazi i ako je lim b, = —o0.
n—oo n—oo n n—oo

Takode rezultat se moze uopstiti i na neprekidne funkcije, odnosno, moze se pokazati (koristeé¢i ideju “ukljestenja”)
da vazi i
1 x
lim (1 + > =e.
T—00 €T

Pri¢u o nizovima zaklju¢ujemo jos jednim rezultatom koji se ¢esto moze iskoristiti.
Primer 5.7. Pokazati da za niz sa opStim ¢lanom a, = ¢" vazi sledece

0, za |q|<1

. . 1, za g=1
J— n __ b
nh~>rr;o n = nlgrolo 7= oo, za q>1

ne postoji, za q < —1
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Resenje: Granic¢nu vrednost za slucaj kada je ¢ € (0,1) mozemo odrediti koristeéi Princip monotonije. Za
g = 0 niz je stacionaran - svi ¢lanovi su mu jednaki 0, a tolika mu je i grani¢na vrednost. Rezultat za |¢| < 1 sledi
na osnovu Teoreme 5.3.

Ako je ¢ = 1, niz je stacionaran, a, = 1, a tada je i njegova grani¢na vrednost jednaka jedinici.
Ako je ¢ > 1, niz je (kao i odgovarajuéa funkcija) monotono rastuéi i neogranicen.
Ako je ¢ = —1, slucaj smo analizirali u Primeru 5.4(b), i zakljucili da je niz oscilatoran i nema grani¢nu vrednost.

Ako je ¢ < —1 posmatranjem parnog podniza (koji se neograni¢eno poveéava) i neparnog podniza (koji se
neograni¢eno smanjuje), zakljuéujemo da grani¢na vrednost ne postoji.

20)



6 Izvod funkcije

U ovom delu kursa posveti¢emo se temi od izuzetnog znacaja, kada je re¢ o matematickoj analizi. Definisa¢emo prvi
izvod funkcije i navesti njegove osnovne osobine. Nauc¢i¢emo kako da izracunamo prvi izvod funkcije, za funkcije
zadate na razli¢ite nacine. Objasni¢emo §ta je smisao prvog izvoda i kako ga mozemo interpretirati, Sta na osnovu
njega mozemo reé¢i o funkciji i na koje ga sve na¢ine mozemo primeniti.

6.1 Geometrijski smisao i definicija prvog izvoda funkcije

Pretpostavimo da zelimo da, za datu funkciju y = f(z), odredimo tangentu u tacki x = xy. Tangenta, kao i svaka
prava, moze da se definiSe jednac¢inom oblika ¢ : y(x) = kx + m, a za pisanje ove jednacine potrebno nam je da
znamo koeficijent pravca prave, k, i jednu tacku kroz koju ova prava prolazi. Dobro je podsetiti se da je koeficijent
pravca prave definisan kao tangens ugla izmedu prave i pozitivnog smera z-ose.

Jasno je da ée trazena tangenta prolaziti kroz tacku P(xo, f(z0)) koja, za uoteno & = xg pripada grafiku funkeije.
Dalje je potrebno da odredimo i koeficijent pravca tangente, da bismo mogli da napiSemo njenu jednacinu.
Uoc¢imo proizvoljnu tacku Q(z1, f(z1)) na krivoj. Oznaé¢imo:

h=Ax =21 — x i Ay = f(z1) — f(xo) = f(zo + h) — f(z0) .

Velicina Az zove se prirastaj argumenta, a velicina Ay zove se prirastaj funkcije. Napomenimo da oba ova
prirastaja, u opstem slucaju, mogu biti pozitivni, negativni, ili jednaki nuli.

Prava koja prolazi kroz tacke P i @ je secica krive y = f(z); jedna takva situacija je prikazana na Slici 14.
Uoc¢imo da je koeficijent pravca posmatrane secice, odnosno tangens ugla koji ona odreduje sa pozitivnim smerom
x ose, jednak koli¢niku ﬁ—z.

ﬁx.'.h) ............................................... f

secant

... [ I :

X x+h
Slika 14: Secica krive - prava koja prolazi kroz dve tacke na krivoj.

Posmatrajmo, zatim, situaciju kada se tacka @) priblizava po krivoj tacki P; to postizemo tako Sto vrednost

Ax = h smanjujemo, odnosno tako §to rastojanje izmedu tacaka x1 1 x¢ postaje blisko nuli. Na taj na¢in generiSemo
A o+ h) — f(x
niz secica i niz njihovih koeficijenata pravca, koji su svi jednaki odgovarajucem koli¢niku A—y = Flao+ i)z 1 (o) .
x

Ova situacija je ilustrovana na Slici 15.

Priblizavanjem tacke @ tacki P secica krive kroz tacke P i @ se priblizava polozaju tangente na krivu u tacki
P, i zauzima ga u grani¢nom slucaju, kada se x; beskonacno priblizi tacki zy, odnosno kada h — 0. U skladu sa
prethodno navedenim zapazanjima, jasno je da ¢e u tom sluc¢aju i koeficijent pravca tangente u tacki P biti jednak

A h) —
grani¢noj vrednosti kolicnika A—y = f(@o + })L f(:z:o)’ za h — 0. Ova situacija je prikazana na Slici 16.
x

Opisanim postupkom definisali smo koeficijent pravca tangente na datu krivu u datoj tacki. Ovo mozemo
ilustrovati sledeé¢im primerom:

Primer 6.1. Odrediti tangentu na krivu f(x) = 15 — 222 u tacki x = 1.

Resenje: Trazena tangenta prolazi kroz tacku koja pripada krivoj (zadovoljava funkciju), za 2 = 1 Kako je
f(1) = 13, tacka ima koordinate P(1,13).
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X x+h" x+h’ x+h

Slika 15: Niz secica krive koji se formira kada se rastojanje h izmedu tacaka o i x1 smanjuje, i priblizava nuli.

Slika 16: Grani¢ni slucaj secice na krivu, kada rastojanje h izmedu tacaka zg i x1 tezi nuli, je tangenta na krivu u
tacki P(Io, f(xo))

Sledece sto treba da odredimo je koeficijent pravca tangente. Na osnovu prethodno izlozenog, to je:

. y . f(zo+h)— f(x0) . 15—2(1+h)%—-13
lim — = lim = lim
h—0 Ax h—0 h h—0 h
= i Z2PCEN oy = -4
h—0 h h—0

Sada je lako zakljuciti da je jednacina trazene tangente

y—13=—4(x —1) = y=—4dr+17.

Tlustracija je prikazana na Slici 17.

Grani¢na vrednost kojom je definisan koeficijent pravca tangente na datu funkciju u datoj tacki ima veliki
znacaj u matematici (i mnogim drugim oblastima u kojima se matematika primenjuje) i zove se prvi izvod funkcije
u tacki. Formalno:

Definicija 6.1. Prvi izvod funkcije y = f(x) u tacki xq, koji oznacavamo sa f'(xo), je

. Ay f(xo+h) — flxo)
/ = —_— =
Flawo) = Jim 7o = lim h :

ukoliko ova graniéna vrednost postoji.
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Slika 17: Secica i tangenta na krivu f(z) = 15 — 222 u tacki x = 1, Primer 6.1.

U skladu sa ovom definicijom, mozemo zakljuéiti:

Jednaéina tangente na krivu y = f(z) u tacki (xg, f(z0)) je v — f(xo) = f'(x0)(z — x0);

1
Jednaéina normale na krivu y = f(x) u tacki (zo, f(z0)) je y— f(xo) = —W(l‘ —xp).
o
Podsetimo se da je normala na krivu u nekoj tacki, po definiciji, normala na tangentu krive u toj tacki, a i da
za Kkoeficijente pravaca ki i ko dve uzajamno normalne prave vazi da je ki - ks = —1.

Naglasimo odmah da, posmatrajuéi prvi izvod funkcije u svakoj tacki nekog skupa koji je podskup domena
funkcije, definiSemo prvi izvod funkcije nad nekim skupom, odnosno definiSemo prvi izvod funkcije kao novu
funkciju. U tom smislu, €esto se izvod ne vezuje iskljuéivo za neku tacku (z), nego se navodi definicija izvodne
funkcije:

Definicija 6.2. Za funkciju y = f(x) funkcija prvog izvoda (izvodna funkcija) je

za one vrednosti x za koje navedena graniéna vrednost postoji.

Primer 6.2. Data je funkcija f(x) = z2.

a) Odrediti izvodnu funkciju funkcije f(z) = x2.
b) U kojoj tacki je tangenta na krivu f(x) = 2% paralelna sa x osom?

¢) Napisati jednacinu normale na krivu f(x) = 22 u tacki u kojoj je tangenta na krivu paralelna sa x-osom.
d) U kojoj tacki tangenta na krivu odreduje sa pozitivnim smerom x-ose ugao velic¢ine %?

Resenje:

a) Izvodna funkcija je, na osnovu definicije,

. fx+h)—fx) . (x+h)?-2>  h2z+h) .
! = = = _— = =
flw) = lim h = jo h = = fim (2w + h) = 2z

Uoc¢imo da je vrednost izvodne funkcije u svakoj konkretnoj tacki = x( jednaka koeficijentu pravca tangente
na krivu u toj tacki.
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b) Ako je prava paralelna sa z-osom, onda je njen koeficijent pravca jednak 0. To znaé¢i da trazimo tacku u
kojoj je vrednost izvoda (koeficijenta pravca tangente na krivu) jednaka nuli, tj, y'(z) = 22 = 0. Jasno, ta
tacka je x = 0. Kako je f(0) =0, a tacka (0,0) je i teme parabole, zakljuéujemo da je tangenta na parabolu
y = 22 u temenu (0,0) x-osa.

¢) Jednag¢inu normale na krivu u tacki (0, 0), u kojoj je tangenta na krivu paralelna sa z-osom (tacnije - tangenta
je x-0sa) ne mozemo napisati koristeé¢i formulu za normalu, odnosno odredujuéi koeficijent pravca normale

1
kao fW, jer je f/(0) = 0 i ovaj izraz nije definisan. Medutim, potpuno je jasno da je normala na z-osu
(tangentu) u koordinatnom pocetku (tacki (0,0)) prava x = 0, odnosno y-osa. Ta prava je i trazena normala
na krivu u tacki x = 0.

T
d) Kako je tg 1= 1, toliki je i koeficijent pravca tangente na krivu koja sa pozitivnim smerom x ose obrazuje

™
ugao —. To znaéi da trazimo tacku u kojoj je vrednost prvog izvoda (koeficijent pravca tangente) jednaka 1.
Dakle:

11
flx)=1 = 22=1 = P(i’ Z) je tacka u kojoj tangenta ima trazeni polozaj.

Primer 6.3. Za funkciju f(x) = |z| odrediti vrednost f'(0). Kakav je poloZaj tangente na datu krivu v tacki x =09

ResSenje: Na osnovu definicije je

_fO+R)—f0) . |h[=0 . |h|
! . — — -
FO= = BT T
. . . . h, za h>0
Dalje moramo uzeti u obzir da je |h| = { “h za h<0
(funkcija y = |z| je prikazana na Slici 18) pa je
. IR . h
1 — =1 —=1
hsot b ho0+ R
: h h
P L G T

h—0- h  h—=0- h
Dakle, leva i desna grani¢na vrednost na osnovu kojih se definise vrednost prvog izvoda date funkcije za x = 0
nisu jednake, pa grani¢na vrednost, a samim tim ni f’(0), za ovu funkciju ne postoji.

Jasno je da je posledica nepostojanja ovog prvog izvoda to da tangentu na krivu f(z) = |z| za = 0 ne mozemo
odrediti.

y = |x]|

w

Slika 18: Grafik funkcije f(z) = || u okolini tacke x = 0.

Prethodni primer ukazuje na moguénost da (¢ak i u sluc¢aju ovako “obicne” funkcije kao sto je f(z) = |x|) prvi
izvod funkcije u nekoj tacki ne postoji. Posledica ovoga je da tangenta na funkciju f(z) = |z| u tacki x = 0 nije
definisana. Kao sto se vidi na Slici 18, funkcija u tacki z = 0 ima Spic, a tada postoji beskona¢no mnogo pravih
koje imaju razlicite koeficijente pravca i imaju samo jednu zajednicku tacku sa funkcijom u okolini = 0. Drugim
reCima, tangenta u ovoj tacki ne postoji, jer nije jednoznac¢no definisana.
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6.2

Interpretacija prvog izvoda funkcije

Najvaznija interpretacija izvoda funkcije je ta da on pokazuje stopu promene funkcije u nekoj tacki. Dakle, prvi
izvod pokazuje koliko ¢e se vrednost funkcije promeniti, relativno u odnosu na (malu) promenu argumenta. S
obzirom da prvi izvod govori sve §to nam treba o tangenti na krivu u posmatranoj tacki, ova interpretacija je
prilicno jasna - tangenta predstavlja (linearnu) aproksimaciju funkcije, koja se u okolini posmatrane tacke isto
ponasa (menja na isti nacin i istom brzinom) kao i sama funkcija. Uo¢imo da izvod ne govori nista o vrednostima
funkcije, ve¢ samo o promeni. Ova informacija je, medutim, ¢esto od vece koristi nego poznavanje nekih konkretnih
vrednosti funkcije.

Primer 6.4. Pretpostavimo da je kolicina vode u nekom rezervoaru u minutu t data funkcijom V (t) = 2t —16t+35.
Odrediti:

a)
b)
)
a)

Da li koli¢ina vode u rezervoaru raste ili opada u prvom minutu (t =1)%
Da li koli¢ina vode u rezervoaru raste ili opada w petom minutu (t =15)?
Da li se koli¢ina vode u rezervoaru brze menja u trenutku t = 1 ili u trenutku t =57

Da li postoji trenutak (minut) t u kom se koli¢ina vode u rezervoaru ne menja?

Resenje: S obzirom da se pitanja odnose na promenu koli¢ine vode u rezervoaru, a ne na samu koli¢inu vode,
biée potrebno da odredimo funkciju prvog izvoda koja odgovara datoj funkciji V'(¢). Na osnovu definicije, znamo
da je to

V'(t) = lim AV — lim w
h—0 At h—0

(2(t + h)? — 16(t + h) + 35) — (2t% — 16t + 35) i AR+ 2h% — 16h

- flllgb h - hli% h
h(4t + 2h — 16
_ i M2 216) lim (4t 4 2h — 16) = 4t — 16.
h—0 h h—0

Koristedi ¢injenicu da je stopa promene funkcije V' (¢) u tacki ¢ opisana funkcijom V'(¢) mozemo odgovoriti na
postavljena pitanja.

a)

Kako je V'(1) = —12, zaklju¢ujemo da je promena funkcije negativna, odnosno da funkcija - koli¢ina vode -
opada u prvom minutu. Takode mozemo konstatovati da je koeficijent pravca tangente na krivu V' (¢) u tacki
t = 1 negativan (jednak -12), §to znaci da tangenta i pozitivni smer x ose grade tup ugao (linearna funkcija
koja odgovara tangenti je opadajuca).

Kako je V'(5) = 4, zakljutujemo da je promena funkcije pozitivna, odnosno da funkcija - koli¢ina vode u
rezervoaru - raste u petom minutu. Koeficijent pravca tangente je pozitivan, a ugao izmedu tangente i x-ose
je ostar.

Kada nas zanima brzina promene, ne razlikujemo slucaj kada je promena pozitivna i slucaj kada je negativna
(tj. nije od znacaja da li funkcija raste ili opada, samo koliko brzo to radi.) Kako je brzina promene u
potpunosti predstavljena koeficijentom pravca tangente, odnosno veli¢inom ugla izmedu tangente i pozitivnog
smera x ose, potrebno je da uporedimo apsolutne vrednosti prvog izvoda u tackama koje posmatramo.

Kako je [V/(1)| > |[V'(5)], zakljuéujemo da se koli¢ina vode u rezervoaru brze menja u prvom, nego u petom
minutu.

Na osnovu svega navedenog, zakljucujemo da se funkcija ne menja u tacki u kojoj je njen izvod jednak nuli.
Kako je
Vt)=0 & 4t-16=0 <& t=4,

zaklju¢ujemo da se koli¢ina vode u rezervoaru neée menjati u ¢etvrtom minutu. Ovo zapazanje odnosi se
samo na taj kratki vremenski interval od najvise jednog minuta.

23



Ako funkcija koju posmatramo predstavlja polozaj neke pokretne tacke u trenutku ¢ tokom nekog vremenskog
perioda na nekoj putanji kojom se tacka krece, onda se interpretacija izvoda kao promene funkcije u odnosu na
promenu argumenta svodi na promenu polozaja tacke u nekom (kratkom) vremenskom periodu (predeni put), rela-

tivno u odnosu na taj vremenski period. Ovo nije nista drugo nego definicija brzine kretanja. Ovim smo formulisali
jo§ jednu vaznu interpretaciju izvoda:

Prvi izvod funkcije polozaja tacke koja se kreée po nekoj putanji, po promenljivoj koja predstavlja vreme, je
brzina kretanja tacke po toj putanji.

t
Primer 6.5. Pretpostavimo da je polozaj objekta (tacke) nakon t minuta odreden funkcijom s(t) = 1

a) Da li se u toku desetog minuta (t = 10) objekat krece levo ili desno?

b) Da li objekat ikada prestaje da se kreée?

Resenje: Ukoliko je promena polozaja objekta u nekoj tacki pozitivna, objekat se kreée desno; u protivnhom
se krece levo (uo¢imo da je datom funkcijom predstavljen polozaj tacke na nekoj krivoj, u smislu rastojanja tacke

od pocetne tacke putanje; ako funkcija raste, raste i rastojanje, a tacka se krece “unapred”; ako funkcija opada,

to znaci da se smanjuje rastojanje od pocetne tacke putanje i tacka se kreée “unazad”.) O promeni polozaja nam
govori izvod funkcije. Nakon $to po definiciji odredimo izvod funkcije, dobijamo

S(t) =

(t+1)2°
1
a) Odgovor na pitanje dobijamo odredujuéi s’(10) = (TR Kako je ova vrednost, koja predstavlja brzinu kretanja
tacke u trenutku ¢ = 10, pozitivna, zaklju¢ujemo da se objekat kreée desno (“unapred”) i povedava svoje

rastojanje od pocetne tacke putanje.

b) Uocavamo da je s'(t) > 0 za svake t. To znaci da je za opisano kretanje brzina stalno pozitivna, a tacka se

stalno kre¢e udesno, povetavajuci rastojanje od pocetne tacke putanje. Dakle, ova tacka nikad nece prestati
da se krece.

Primer 6.6. Funkcijay = f(z) data je grafikom prikazanim na Slici 19. Skicirati pribliZno grafik izvoda y = f'(z)
date funkcije.

| o .
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Slika 19: Grafik funkcije y = f(x) posmatrane u Primeru 6.6.

Resenje: Odmah treba naglasiti da na ovo pitanje ne mozemo ocekivati potpuno precizan odgovor. Tome
je prilagodena i formulacija zadatka (“skicirati priblizno”). Ono §to smo do sad naucili je da izra¢unamo izvod
funkcije (po definiciji), ako je funkcija data analiticki. Sada je funkcija zadata grafikom. Ono §to smo do sad
takode naucili, a §to ¢e se pokazati kao korisno, je da znak izvoda povezujemo sa smerom promene funkcije (rast ili
opadanje), a da intenzitet izvoda povezujemo sa brzinom promene funkcije. Izvod jednak nuli ukazuje na tacke u
kojima se funkcija ne menja (ne raste, niti opada). Polazeéi od toga, prvi korak u resavanju je podela datog grafika
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Slika 20: Grafik funkcije y = f(z) posmatrane u Primeru 6.6. Oznadene su tacke u kojima je f' = 0.

(funkcije) na segmente, tako §to uo¢imo tacke u kojima se funkcija ne menja. To su tacke u kojima je tangenta na
krivu paralelna sa x osom (tangenta i z osa obrazuju ugao veli¢ine 0). Za datu krivu te tacke su z = -3, = = —1,
x =2 i x =4. Ova situacija prikazana je na Slici 20.

Jasno je da ée vaziti da je

fi(=3)=0 1 fi(-1)=0 1 f(2)=0 i f'(4)=0;
U ovim tackama grafik izvodne funkcije preseca z-osu.

Ove tacke, najcesce, predstavljaju granice intervala rasta, odnosno opadanja funkcije. Znamo takode i da je u
tackama gde funkcija opada njen izvod negativan, a da je u tackama gde raste njen izvod pozitivan. Na osnovu
grafika sa Slike 19 zakljuc¢ujemo da je:

[z2<-3] 3<a<-1]|-l<z<2|2<az<4|z>4

funkcija f opada raste opada opada raste
izvodna funkcija f' || f' <0 />0 f'<o0 f'<o0 />0
Izvodna funkcija je, dakle, negativna do x = —3. Na tom intervalu mora i da raste, jer na grafiku na Slici 19

vidimo da se polazna funkcija sporije menja (koeficijent pravca tangente je negativan, i povecava se) u blizini tacke
-3.

Nakon preseka sa x osom u tacki —3, izvodna funkcija je pozitivna (polazna funkcija je rastuca), sve do sledeceg
preseka sa x osom, za x = —1. Pozitivna funkcija izmedu svoje dve nule moze se ponaSati na mnogo nacina; ako
se odlu¢imo za najjednostavniji sluc¢aj, onda je jasno da postoji tacka maksimuma izvodne funkcije, do koje izvod
raste, (a to je interval koji odgovara funkciji koja se brze menja), a zatim izvod opada (funkcija i dalje raste, ali
sve sporije).

Izmedu tacaka x = —1 i x = 2 situacija je slitna kao i na intervalu (—3,—1), samo je sada polazna funkcija
opadajuca, a izvodna funkcija negativna. Izmedu svojih nula negativna izvodna funkcija ée postié¢i ekstremnu
vrednost, pre koje ¢e opadati (Sto odgovara situaciji da polazna funkcija opada sa sve veéim nagibom tangente), a
zatim Ce izvodna funkcija rasti (to odgovara sporijem opadanju polazne funkcije).

Polazna funkcija nastavlja da opada za z € (2,4), a izvodna funkcija je na tom intervalu negativna. Ponasanje
i zakljuéci su analogni kao za interval (—1,2).

U tacki = 4 izvodna funkcija ima jos jednu nulu (sece x osu), a zatim je pozitivna. U tom intervalu je nagib
tangente na polaznu krivu sve veéi, pa je izvodna funkcija rastuca.

Kona¢no, izvodnu funkciju mozemo skicirati kao Sto je prikazano na Slici 21. Jasno je da veéinu prikazanih
vrednosti nismo precizno odredili, ali je koli¢ina informacije koju smo dobili na osnovu polaznog grafika ipak u
velikoj meri dobro iskoriséena da bi se generisao grafik izvodne funkcije. Dobro je imati na umu da je koeficijent
pravca tangente na krivu u posmatranoj tacki jednak vrednosti izvoda. To znaci da, ako nam je potrebno, mozemo,
recimo, uociti da je koeficijent tangente na polaznu krivu u tacki = 1 priblizno -1 (ugao izmedu tangente i
pozitivnog smera x-ose je priblizno —%); tada na grafiku izvodne funkcije tacki 2 = 1 pridruzujemo (priblizno)
tacku y = —1.

Ovim primerom ilustrovali smo da je moguée uraditi i zadatak potpuno suprotan onome sto smo do sad uglavnom
radili (a i opet éemo se tome posvetiti malo kasnije) - skicirali grafik date funkcije na osnovu njene izvodne funkeije.
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Slika 21: Aproksimacija grafika funkcije y = f/(z) za funkciju f(z) posmatranu u Primeru 6.6.

Sada smo skicirali grafik izvodne funkcije na osnovu grafika polazne, i pokazali da je informacija sadrzana u jednom

grafiku relevantna za generisanje drugog.

6.3 Osobine izvoda

Do ovog trenutka smo izracunali izvode nekih veoma jednostavnih funkcija, oslanjajuéi se samo na definiciju. Iako
taj posao nije bio tezak, ipak je sasvim jasno da za slozenije funkcije ovakav nacin racunanja izvoda neée biti ni
malo prijatan. Zato ¢emo uociti neke osobine izvoda funkcije koje ¢emo zvati pravila diferenciranja. Diferenciranje

je postupak odredivanja izvoda. Pravila koja ¢emo navesti taj postupak znatno olaksavaju.

6.3.1 Izvod zbira, razlike, proizvoda i koli¢nika funkcija
Ukoliko za dve funkcije f i g postoje izvodne funkeije f' i ¢’, onda postoje i izvodne funkeije zbira, razlike, proizvoda

i koli¢énika funkcija f i g, i pri tome vaze jednakosti:

(cf) = c-f, za ceR,
(f£g9) = f£4;
(f-9) = fg9g+f-4;

/ Fr9=19 . 420

(7)/ = gQ

Dokaz ovih osobina je tehnicki i izvodi se na osnovu definicije izvoda. Naveséemo samo dokaz za izvod proizvoda,

radi ilustracije.
Dokaz: Za funkciju y(x) = f(x) - g(z), na osnovu definicije izvoda, vazi:
flx+h)-glx+h) - f(z)-g(x)

(y()) =(f-9) = %%w:}gb :
_ o J@ ) gt h) — fzth)-g(z) + fle+h)-g(@) — flx) - g(2)
h—0 h
= i fa 4 ) ST I gy gy SN 2T
= %%f(x+h)gﬂw+%%g(x)2%w

f@) - g'(@) +g(x) - f'(@).
Dakle, izvod zbira i razlike funkcija jednak je zbiru, odnosno razlici izvoda funkcija. Medutim, analogno ne

vaZi ni za izvod proizvoda, ni za izvod koli¢nika: izvod proizvoda (koli¢nika) dve funkcije nije jednak proizvodu

(koliéniku) izvoda tih funkcija.
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6.3.2 Izvod slozene funkcije

Pretpostavimo da za funkcije f i g postoje izvodne funkcije f’ i ¢g’. Pretpostavimo da je slozena funkcija y definisana
kao komporzicija funkcija f i g: y(z) = (f og)(x) = f(g(z)). Tada za izvod slozene funkcije y vazi:

y' () = (fog)(x)=(fg(x) = f9(x) - ¢ (x).

Ovo pravilo ne¢emo dokazivati, ali ¢emo ga veoma Cesto koristiti.

6.3.3 Izvod inverzne funkcije

Ako za funkciju y = f(z) nad nekim intervalom (a,b) postoji inverzna funkcija * = f~'(y) i ako postoji njena
izvodna funkcija y = f’(z), onda postoji i izvodna funkcija inverzne funkcije funkcije f, (f_l)/, i vazi da je

Dokaz: I ovaj dokaz se oslanja iskljuc¢ivo na definiciju izvoda i definiciju inverzne funkcije. Podsetimo se da
funkcija ima inverznu funkciju akko je bijekcija, a dovoljan uslov da funkcija bude bijekcija na nekom intervalu je
da je monotona. Posmatranje mozemo ograniciti na neki interval (a, b) koji pripada domenu funkcije.

Kako su nam potrebne (razli¢ite) oznake i za prirastaj funkcije i za prirastaj argumenta, koristiéemo Ay i Az,
umesto do sada koriséenog h.

Primetimo da za funkciju f~! koja je inverzna funkciji y = f(z) vazi da je f~'(y) = 2. Takode, kako je
flx+Ax)= f(z)+ Ay =y+ Ay, jasno jedajei f~'(y+ Ay) =z + Az, kaoidaje Ay = f(x + Ax) — f(x).

Kona¢no, vazi i da Az — 0 kada Ay — 0. Tada je, na osnovu definicije izvoda, zadovoljeno:

-1 Ay)— f1 Ax) —
Ay—0 Ay Ax—0 f(x =+ ASU) — f(il’)
i 1 B 1 1
paso Jetb0 =@ ~ o f@rA) 1@ | fi(z)
A Az—0 A

6.4 1Izvodi elementarnih funkcija - tablica izvoda

Sve navedene osobine izvoda su od velike pomoéi pri izracunavanju prvog izvoda pojedinih funkcija, jer je jasno
da se, zahvaljujuéi njima, izvod za samo mali broj funkcija mora racunati po definiciji. Sasvim je izvesno da je
dovoljno znati izvode elementarnih funkcija, a da zatim izvodi svih ostalih funkcija, koje se dobijaju primenjujuci
operacije sabiranja, oduzimanja, mnozenja, deljenja i kompozicije, slede na osnovu navedenih pravila. Zato se
izvodi elementarnih funkcija izra¢unaju jednom, a zatim se od dobijenih rezultata formira Tablica izvoda, koja
se dalje koristi u radu. Pri izrac¢unavanju izvoda elementarnih funkcija klju¢no je izracunavanje (odgovarajucih)
grani¢nih verdnosti. Takode, vazno je imati na umu da su neke elementarne funkcije inverzne nekim drugim, pa se
neki od tabli¢nih izvoda mogu dobiti i na osnovu pravila za izvod inverzne funkcije.

Primer 6.7. Odrediti izvodnu funkciju elementarne trigonometrijske funkcije y = sinx, a zatim i izvod funkcije
y = arcsin x.

Resenje: Po definiciji je

Y sin(z + h) —sinx . sinxcosh 4 coszsinh —sinx
(sinz)) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sinz(cosh —1) 4+ cosxsinh . cosh—1 . sinh
= lim =sinx lim ——— 4 cosx lim ——
h—0 h h—0 h h—0

= sinx-04cosx-1=cosz.

sin h

Koristili smo poznati rezultat da je }lLin% =1, kaoidaje
—
. cosh—1 . cosh—1 cosh+1 ) cos?h —1
im ——— = lim . = lim
h—0  h h—0  h cosh+1 h—=0h(cosh+1)
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I —sin?h sin I

im ——— = — lim Slim ——
h—0 h(cosh + 1) h—0 \ K h—0 cos h + 1
= -12.0=0.

Dalje, za odredivanje izvoda funkcije y = arcsin z koristi¢emo upravo dobijeni rezultat da je (sinz)’ = cosz, i
Cinjenicu da je funkcija y = arcsin x inverzna funkciji = siny, odnosno da vazi

y =arcsinx = 1z =siny.

Tada je, na osnovu pravila za izvod inverzne funkcije,

(arcsina) — ! 1 1 1 1
I 1N T = " = = = - - = .
(siny)’  cosy /1 —sin’y \/1 — (sinarcsinz)? /1 — 22
=y

Na slican nacin, uz manje ili vise truda, mogu se odrediti izvodi svih ostalih elementarnih funkcija. Rezultati
su sumirani u Tablici izvoda:

Tabela 1: Tablica izvoda elementarnih funkcija

f(z) f'(@) f(z) f'(@)
c, ceR 0 CcosS T —sinx
1
", neR nz™ 1 tgx oy
T
a*, a>0,a#1 | ad*lna ctg x ——
sin“ x
e’ e’ arcsin x #
I Lo
log, x arccosr | ———
Ba zlna V1 — 2
1 1
1 — arct,
n|z| . retg x i +1x2
i t
sinx cos T arcctg x T2

6.5 Izvod parametarski zadate funkcije

Osim eksplicitno, u obliku y = f(x), funkcije mogu biti zadate i na druge nacine. Jedan od tih nac¢ina je i
parametarski oblik zadavanja funkcije. Ovaj oblik podrazumeva da je funkcija y = y(z) definisana pomoc¢u dve
funkcije oblika

=) 1 y=vy), za tel,

gde je t neki parametar, a I C R neki interval realnih bojeva. Ovakve funkcije se graficki prikazuju u pravouglom
koordinatnom sistemu, a grafik funkcije ¢ini skup tacaka (z(t),y(t)) ¢ije koordinate zadovoljavaju date parametarske
jednacine (za istu vrednost parametra). Uo¢imo da se, eliminacijom parametra ¢ iz datih jednacina, moze dobiti
eksplicitni (ili implicitni) zapis funkcije.

Za parametarski zadate funkcije mozemo, naravno, definisati prvi izvod oslanjajuéi se na eksplicitni zapis do
kog mozemo doéi eliminacijom parametra. Znacajno je, medutim, da izvod parametarski zadate funkcije mozemo
izracunati i koriste¢i parametarske jednacine. Da bismo izveli formulu za izvod parametarski zadate funkcije,
koristi¢emo pravilo za izvod slozene funkcije, i pravilo za izvod inverzne funkcije.

Ako je funkcija y = f(x) data parametarskim jednac¢inama = = h(t) i y = r(t), za t € I, i ako funkcija h ima
inverznu funkciju A=, onda je

a tada je
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Cesto se prethodno zapisuje u obliku
/
oy oy Y

a nekad se, da bi se naglasilo da je re¢ o parametarskim izvodima, koriste i oznake

Ut
Xr) = —.
Tt

Parametarski zapis funkcije je vrlo pogodan i prirodan u mnogim situacijama u praksi. Uobic¢ajeno se koristi
da se opisSe kretanje tacke duz neke putanje, gde se u svakom trenutku ¢ koordinate x i y polozaja tacke odreduju
kao funkcije parametra (vremena) t. Grafik funkcije predstavlja trajektoriju (putanju) tog kretanja. “Podaci” o
kretanju iz ovakvog zapisa funkcije se dobijaju na nacine koje ¢emo mnogo detaljnije opisati u okviru kursa iz
Matematicke analize 2.

Primer 6.8. Polozaj tacke u trenutku t, tokom nekog kretanja, odreden je jednacinama z(t) = 2cost i y(t) = sint,
za t € [0,2x]. Odrediti tangentu na trajektoriju u tacki za koju je x =1 iy > 0.

ResSenje: Prvo mozemo primetiti da je putanja po kojoj se tacka krec¢e centralna elipsa sa poluosama 2 i 1.
To mozemo potvrditi uvrstavajuci razli¢ite vrednosti parametra ¢ u parametarske jednacine i generisuéi koordinate
tacaka putanje.

Da bismo napisali jednacinu tangente na ovu krivu potrebni su nam (ba$ kao i do sad) tacka na krivoj u
kojoj zelimo da odredimo tangentu i koeficijent pravca tangente. Za tacku sa x = 1, na osnovu odgovarajuce
parametarske jednacine, vazi

1
1=2cost = costzg(uzuslovy>0)7 = t= = y(

il
3
V3

pa je tacka u kojoj odredujemo tangentu P(1, 7)

Koeficijent pravca tangente je vrednost izvodne funkcije y'(x) u tacki x = 1. Ovaj izvod ¢emo odrediti koristeéi
parametarske jednacine funkcije.

1
= 2 _ Konacno, trazena jednacina tangente je
—2sin V3

V3 3
5 f?(xfl).

Uvrstavajuéi t = g, dobijamo da je y'(1) = =

6.6 Izvod implicitno zadate funkcije

U slucaju kada je funkcija zadata implicitno moze biti tesko odrediti njen eksplicitni oblik, ¢ak i kada je izvesno
da takav oblik (teoretski) postoji. U takvim slucajevima je od koristi moguénost da se izvod funkeije odredi na
osnovu implicitnog oblika funkcije. Dovoljno je na odgovarajuéi nac¢in iskoristiti pravilo za izvod slozene funkcije.

Funkcija F(x,y(x)) = 0 je implicitna forma funkcije y = f(x). To znadi da je jasno koja od dve promenljive, koje
su naizgled potpuno ravnopravne u implicitnoj formi funkcije, predstavlja zavisnu, a koja nezavisnu promenljivu
(ili bar da je jasno da ne mogu obe biti nezavisne!).

Recimo, linearna funkcija y(x) = x — 3 je zadata eksplicitno, a ista ta funkcija u implicitnom obliku je x —y = 3.
Naravno, istu funkciju mozemo napisati i u eksplicitnom obliku z(y) = y — 3; ova funkcija je dovoljno jednostavna
da lako dolazimo do svih navedenih oblika. To, nazalost, nikako nije pravilo u opstem slucaju.

Postupak za diferenciranje implicitno zadate funkcije ¢éemo prikazati na primeru.
Primer 6.9. Odrediti izvode funkcija sin(3 —6x) ¢ sin(y(z)).
Resenje: U prvom slucaju rec je o slozenoj funkciji koju lako diferenciramo primenjujuéi odgovarajuée pravilo:

(sin(3 — 6x))" = sin’(3 — 6z) - (3 — 62)" = cos(3 — 6x) - (—6) .
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Ispostavlja se da ni u drugom sluc¢aju situacija nije drugacija; sada je, prakti¢no, problem malo opstiji, jer
umesto konkretne funkcije f(x) = 3 — 6z imamo opstu funkciju y(z), ali je na¢in razmisljanja i redosled koraka
potpuno isti. Imamo na umu da je izvod funkcije y(z) funkcija y'(z).

(sin(y(x)))" = sin y(x) - y'(x) = cosy(z) -y (x) .

Primer 6.10. Odrediti y' za implicitno zadatu funkciju y = y(x) definisanu jednacinom e**™3Y = z? — In(xy®).

Resenje: Diferenciranjem leve i desne strane date jednacine po nezavisnoj promenljivoj x, potpuno analogno
kao u prethodnom primeru, sada izra¢cunavamo

1
e2w+3y(2 4 3y) =22 — Tyl%(yg + 3xy2y') .

Izrazavajuéi odatle ', dobijamo trazeni izraz za izvod date implicitne funkcije:

3 2
2e2e 3y | 3y/62w+3y — 9y v 3zy*y’
zy3 zy3
/
262w+3y + 3y/€21+3y = 9r— l _ Bi
r Y
(362"”+3y + 3) y = 2z-— 1 2e20+3y
Yy X

27 — L — 2¢2xH3y
X

3e22+3y o 3
Yy

6.7 Logaritamski izvod

Uocimo da, ukoliko zZelimo da odredimo izvod funkcije y(z) = z, to ne mozemo da uradimo direktno primenjujuéi
rezultate iz Tablice izvoda i navedene osobine diferenciranja; posmatrana funkcija ima promenljivu i u osnovi, i
u eksponentu stepena, a funkcije koje imamo na raspolaganju u tablici su ili stepena funkcija (sa konstantnim
eksponentom stepena), ili eksponencijalna (sa konstantnom osnovom stepena). U navedenom sluc¢aju ¢emo morati
da uradimo nesto drugo. Primeni¢emo logaritmovanje, a zatim i pravilo za izvod implicitno zadate funkcije.

Postupak koji ¢emo opisati moZe se primeniti na odredivanje izvoda funkcija oblika y(z) = f(z)?®) (po-
drazumevamo da je f(x) > 0). Logaritmovanjem leve i desne strane ovog izraza dobijamo:

Iny =In f(2)!") = g(z)In f(z) .

Diferenciranjem leve i desne strane, koristeéi pravilo za izvod implicitno zadate funkcije (leva strana) i pravilo za
izvod proizvoda i slozene funkcije (desna strana), dobijamo izraz za izvod posmatrane funkcije:

y/*’xn T xi
2= g @) )+ (o) 5

Primer 6.11. Odrediti izvod funkcije y(x) = x

f'(@) = y' () = f(x)9® <g/(x) In f(z) + g(x) f,(x)) .

Resenje: Umesto da pamtimo konacan izraz za izvod funkcije navedenog oblika, sproveséemo opisani postupak
uvek kada nam je ovakav izvod potreban. U ovom slucaju je, za = > 0:

/

1
Iny(z) =lna® =zlnz = Y etz - = y'(z) =2"(lnz+1).
y x

Uocimo da logaritmovanje pre izracunavanja izvoda moze da bude korisno i kada prosto zelimo da pojednos-
tavimo rac¢un, a funkcija je oblika proizvoda stepena vise funkcija.

Primer 6.12. Odrediti izvod funkcije y(z) = sin® z - In? z - 2.
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ResSenje: Logaritmovanjem leve i desne strane izraza dobi¢emo zbir funkcija, umesto proizvoda stepena
funkcija. Odredivanje izvoda time postaje mnogo jednostavnije nego kada to radimo direktno na osnovu datog
oblika funkcije.

Iny =3Insinz 4+ 2lnlnz+3lnx .

Diferenciranjem leve i desne strane dobijamo

y gCOST 2 3

Y sint  xzlnx =z

odnosno

2 3
y(z) =sin®z-In’z-2® <3ctgx+ +) .
zlnz x

6.8 Izvodi viseg reda

Kada za funkciju f odredimo izvodnu funkciju f/, niSta nas ne sprecava da i za funkciju f’ odredimo izvodnu
funkciju (naravno, tamo gde ona postoji). Ovim smo definisali drugi izvod funkcije f, koji iznacavamo sa f”.

Drugim rec¢ima, vazi
1) = (/@)

i, u opstem slucaju,

F (@) = (f V()
Uocimo da se izvod viseg reda oznacava koriséenjem eksponenta u zagradi, izuzev prvih nekoliko (uglavnom prva tri).
Uobicajeno je da se sama funkcija smatra svojim “nultim izvodom”, odnosno da se koristi oznaka y(o)(ac) = y(x).

Primer 6.13. Odrediti
a) y©® za funkciju y(z) = 3zt — 2% + 2% — 4z — 7.
b) ¥y za funkciju y(z) = e*.
c¢) y™ iy (0) za funkciju y(z) = cos .
Resenje:

a) Racunajuéi redom izvode od prvog do petog, za dati polinom ¢etvrtog stepena, dobijamo:

y'(x) = 122° — 622 +22—4
y'(r) = 362 — 122 +2
y"(x) = T2x—12

yD(z) = 72
yOz) = 0.

Uocavamo da je izvod (n + 1)-vog reda polinoma n-tog stepena jednak nuli. Ovu osobinu polinoma nije lose
imatu na umu.

b) Racunajuéi redom nekoliko izvoda date eksponencijalne funkcije, uotavamo pravilnost:
Y(@)=e, yle)=¢, y@)=¢, yP@)=e, ...
i zakljucujemo da vazi da je
y(”)(z) =e".

Ovo je veoma zgodna osobina eksponencijalne funkcije.

¢) Racunajudi redom nekoliko izvoda date trigonomtrijske funkcije, uotavamo pravilnost:
y'(z) = —sinmx, y"(x) = — cosz, y"(z) = sinz, y W (z) = cosz, ...
i zakljuéujemo da vazi da je, za k € NU {0},
y ) (z) = cos z, y W) () = —sinz, y W2 (1) = — cos x, y W) () = sinx .

Dalje je
y 49 (0) = cos0 = 1, y W2 () = —cos 0 = —1,

dok je
YD (0) = —sin0 = 4 (0) = sin0 = 0,
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6.9 Diferencijal funkcije - definicija i geometrijski smisao. Linearna aproksimacija
funkcije.

Pojam diferencijala funkcije pojavljuje se u vezi sa analizom prirastaja funkcije u odnosu na prirastaj njene linearne
aproksimacije (tangente na krivu).

Uvoded¢i definiciju prvog izvoda funkcije u tacki, naglasili smo sustinsku vezu izmedu vrednosti prvog izvoda
funkcije u tacki i jednacine njene tangente u toj tacki. Uocili smo, takode, da je tangenta na krivu u okolini
posmatrane tacke bliska funkciji, odnosno (s obzirom da je tangenta definisana linearnom funkcijom), da tangenta
predstavlja linearnu aproksimaciju date funkcije. Linearna aproksimacija je najjednostavnija po obliku, a ¢esto
je dovoljno dobra; ovakvom aproksimacijom pojednostavljujemo funkciju zamenjujuéi je linearnom, a da pri tom
vrednosti aproksimirajuée funkcije ostaju dovoljno blizu “pravim”.

Posmatrajmo funkciju y = f(x) i pretpostavimo da znamo njenu vrednost f(xo) u nekoj tacki xzo. Interesuje
nas vrednost ove funkcije u tacki (xg + Az) koja je bliska tacki zg. Ta vrednost je f(zg + Az). Razliku vrednosti
funkcije u ovim dvema tackama, (zg i o + Ax), smo veé ranije nazvali prirastaj funkcije i oznacili sa Ay:

Ay = f(zg+ Ax) — f(x0).

Jasno je da, znajuéi vrednost f(zg) i vrednost navedenog prirastaja Ay, mozemo da izra¢unamo i vrednost
f(xo + Ax). Ukoliko, medutim, nismo u moguénosti da odredimo ta¢nu vrednost f(zo + Ax), (a u praksi ¢esto
nismo), u nekim situacijama mozemo da se zadovoljimo i pribliznom vrednoséu za f(zo + Ax) - aproksimacijom.
Za tu aproksimaciju nam, u stvari, treba aproksimacija odgovarajuceg prirastaja Ay. Posmatrajuéi Sliku 22,
uocavamo da je tangenta na krivu u tacki z (relativno) dobra aproksimacija funkcije, bar za vrednosti argumenta
bliske tacki « (tj. za malo Ax). U stvari, uoéavamo da je prirastaj linearne funkcije (tangente), na slici oznacen sa
dy, dobra aproksimacija prirastaja Ay. Vrednost dy se naziva diferencijal funkcije f.

y+ﬁ + .P(-r]
JJ'"d;" ﬂ’t1
dy Ay
2
Ar—

r=a x+dr=rx+Ax
Slika 22: Geometrijska interpretacija diferencijala - linearna aproksimacija funkcije.

Posmatrajuéi Sliku 22, lako uoc¢avamo da je
dy = f'(zo)dzx , (5)

pri ¢emu je sa dx oznacen (mali) korak duZz z-ose, odnosno, mala promena promenljive z, ali ovog puta naglaseno
vezano za tangentu (linearnu funkciju). Drugim rec¢ima, “par” Az, Ay koristimo da ozna¢imo prirastaj argumenta
i prirastaj posmatrane funkcije, a “par” dzx, dy koristimo da oznac¢imo prirastaj argumenta i prirastaj linearne
aproksimacije funkcije.

Ono $to nas zanima je razlika izmedu Ay i dy kada je Az = dx. Jasno je da mozemo napisati da je

Ay =dy + R(Azx), (6)

i da je tada R(Az) razlika izmedu prirastaja date funkcije i prirastaja duz njene tangente. Jasno je, takode, da
veli¢ina R zavisi od Az, ali ta¢nu formulu te zavisnosti, u opstem slu¢aju ne znamo. Ono §to o¢ekujemo od (dobre)
aproksimacije je da greska bude mala, bar u blizini tacke x(, odnosno, za male vrednosti Az. Formalno, o¢ekujemo
R(Ax)
Az

Tada kazemo da je funkcija y diferencijabilna u tacki xq. Diferencijabilnost funkcije mozemo shvatiti i kao njenu
osobinu da se (lokalno) moze dobro aproksimirati svojom tangentom (odnosno, da greska te aproksimacije tezi nuli
u okolini posmatrane tacke).

da vazi da u grani¢nom slucaju, kada Az = dz — 0, bude ispunjeno i da — 0, a samim tim i Ay — dy.
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S obzirom na jednakost (6), uobicajeno je da se kaze da je diferencijal funkeije glavni ili linearni deo prirastaja
funkcije.

Vazno tvrdenje, koje navodimo bez dokaza, je:

Teorema 6.1. Potreban i dovoljan uslov da funkcija y = f(x) bude diferencijabilna u nekoj tacki x je da u toj
tacki postoji prvi izvod funkcije, f'(x).

Na osnovu prethodne teoreme, jasno je da diferencijabilna funkcija mora imati tangentu u svakoj posmatranoj
tacki. To znaéi da svakako mora biti neprekidna, ali da uz to ne sme imati, recimo, Spiceve, ni vertikalne tangente.
Uoc¢imo da smo prethodnim formulisali i vezu izmedu neprekidnosti i diferencijabilnosti funkcije - diferencijabilna
funkcija je neprekidna, ali neprekidna funkcija ne mora biti diferencijabilna (recimo, funkcija y = |z| je neprekidna,
ali nije diferencijabilna za = = 0).

Ukoliko funkcija f ima izvod u svakoj tacki x nekog intervala (odnosno, diferencijabilna je na tom intervalu),
onda vazi da je za sve posmatrane vrednosti x

Uoc¢imo da odavde mozemo “izvesti” i da je

_dy
o dz’

_ W

f(@) =

odnosno  y'(z)

Ovu oznaku (Lajbnicovu oznaku) prvog izvoda ¢emo Cesto koristiti. Jako je, medutim, vazno da imamo na umu

da e nije ni u kom sluc¢aju razlomak u uobic¢ajenom smislu!

dx
Konaé¢no, mozemo zakljuciti da za (diferencijabilnu) funkciju y = f(z) u okolini tacke xg vazi aproksimacija da
je Ay = dy (za malo Az = dx = x — x9), odnosno:

f(@) = fxo) + f' (o) (x — o) - (7)

Ova aproksimacija (linearnu aproksimacija, ili aproksimacija pomoc¢u diferencijala) se veoma ¢esto koristi u
praksi i dobro ju je imati na umu. Uo¢imo da ovu aproksimaciju zasnivamo na poznavanju vrednosti funkcije i
vrednosti njenog prvog izvoda u jednoj tacki xg, i da na osnovu toga priblizno odredujemo vrednosti funkcije u
svim tackama z u nekoj okolini tacke xg.

Primer 6.14. Koristeéi linearnu aproksimaciju (diferencijal) funkcije, odrediti pribliznu vrednost za (1.01)% i za
(1.02)2. Kolika se greska pravi ovakvom aproksimacijom?

Resenje: Jasno je da nam za izracunavanje trazenih vrednosti treba aproksimacija funkcije y = 22 u tacki
xo = 1. Za to nam trebaju vrednosti f(1) i f/(1). Kako je za funkciju y = 22 izvodna funkcije y = 2x, vrednost
y'(1) =2, dok je f(1) =12 = 1.

Ono $to ¢emo uraditi je da ¢emo prirastaj funkcije aproksimirati prirastajem tangente na funkciju, za prirastaje

argumenta Az = dr = 0.01 i Ax = dz = 0.02. Dakle, umesto da posmatramo ponaSanje kvadratne funkcije

y = 22, mi éemo koristiti ponasanje njene tangente

y—1=2(zx—1) = y=2x—1.
Diferencijal funkcije je dy = f'(1)dx = 2dx. Kako je, u prvom slucaju, do = Az = 0.01, dobijamo
(1.01)% = £(1.01) = f(1) + f/(1) - 0.01 = (1.01)* ~ 1+2-0.01 = (1.01)* ~ 1.02 .
U drugom slucaju je de = Az = 0.02, pa je

(1.02)% = £(1.02) =~ f(1) + f'(1) - 0.02 = (1.02)> ~ 1 +2-0.02 = (1.02)% ~ 1.04 .

S obzirom da je ta¢na vrednost (1.01)? = 1.0201, zakljué¢ujemo da je greska aproksimacije u ovom slucaju
1.0201 — 1.02 = 0.0001.

Takode, ta¢na vrednost (1.02)% = 1.0404, pa zakljuéujemo da je greska aproksimacije u ovom slucaju 1.0404 —
1.04 = 0.0004. U ovom slucaju greska je veca; to je u skladu sa ¢injenicom da je i Ax u ovom slucaju vecée, odnosno
da je tacka u kojoj rac¢unamo pribliznu vrednost udaljenija od tacke u kojoj koristimo ta¢nu vrednost.
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Primetimo da smo za izrac¢unavanje pribliznih vrednosti u oba slucaja koristili vrednosti f(1) i f'(1), kao jedine
vrednosti “u vezi sa” datom funkcijom i da se sve aproksimacije u blizini tacke x = 1 zasnivaju samo na njima, i
zeljenom koraku dz = Ax.

Takode, nije na odmet naglasiti da je navedeni primer ilustrativan, i da u realnom slucaju svakako ne znamo
tac¢ne vrednosti funkcije. To znaci da gresku aproksimacije ne mozemo odrediti kao u navedenom primeru, odnosno,
da je ne znamo. U veéini sluc¢ajeva nastojimo da je (pr)ocenimo.

Napomenimo jos i da se osnovna pravila diferenciranja (ra¢unanja izvoda) prenose i na diferencijal, odnosno da
vazi:

dlcf) = c-df zaceR
d(f£g) = df +dg
d(fg) = gdf +fdg
p f) _ gdf—fdg
= 1%
g g
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7 Primene izvoda funkcije

Ovaj deo kursa posveéen je nekim od brojnih primena izvoda funkcije. Ideja prisutna u svim narednim odeljcima
(posvecenim razli¢itim primenama izvoda) je kako na osnovu izvoda funkcije saznati nesto o funkciji.

7.1 Teorema o srednjoj vrednosti - Lagranzova teorema

Teorema o srednjoj vrednosti je jedan od najvaznijih rezultata diferencijalnog ra¢una. Ona dovodi u vezu nagib
(rast) funkcije u tacki sa proseénim nagibom (rastom) funkcije na nekom intervalu. Klasi¢na ilustracija pitanja na
koje daje odgovor Teorema o srednjoj vrednosti je: Ako je duz nekog puta prosecna brzina 75km/h, da li postoji
tacka (trenutak) u kom je trenutna brzina kretanja 75km/h? Teorema tvrdi da, pod odgovarajué¢im uslovima koje
funkcija (brzina) mora da zadovolji, takva tacka postoji.

Teorema 7.1. (Teorema o srednjoj vrednosti (Lagrange)) Pretpostavimo da funkcija y = f(x) zadovoljava sledeéa
dva uslova:

1. f je neprekidna na zatvorenom intervalu [a,bl;
2. f je diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b).

Tada postoji tacka c € (a,b) takva da vazi

ili
f®) = fla) = f'(c)(b - a).

Lagranzova teorema je egzistencijalnog karaktera - ne govori nista o tome kako da odredimo tacku c sa navede-
nom osobinom, samo tvrdi da takva tacka postoji na posmatranom intervalu.

f(b) — f(a)
b—a

izraziti i kao —2 za Az = b— a. lzraz f'(¢c) je, sa druge strane, vrednost aTy u tacki x = ¢. Ovo znaci da Teorema
x

Ax

A d
o srednjoj vrednosti uspostavlja vezu (jednakost) izmedu izraza A—y i izraza d—y bar u jednoj tacki posmatranog
x x

Izraz predstavlja proseénu stopu rasta (nagib) funkcije na posmatranom intervalu. Mozemo ga

intervala.

Geometrijska interpretacija Teoreme o srednjoj vrednosti je prikazana na Slici 23. Slika na desnoj strani
prikazuje da na posmatranom intervalu (a,b) postoji tacka ¢ u kojoj je tangenta na krivu paralelna pravoj koja
spaja krajnje tacke krivolinijskog segmenta, tj. tacke f(a) i f(b). Na levoj strani Slike 23 je prikazana interpretacija
specijalnog slucaja Teoreme o srednjoj vrednosti, kada je f(a) = f(b) (u ovom specijalnom slu¢aju su obe navedene
vrednosti jednake 0. Geometrijski, u ovom sluc¢aju Teorema tvrdi da unutar intervala (a,b) tada postoji tacka u
kojoj je tangenta paralelna sa x-osom.

slope dfide -~
equals
slope Afrdx

1 f(B)
Af

fien)

Slika 23: Geometrijska interpretacija Rolove i Lagranzove teoreme.

Pomenuti specijalni slu¢aj Lagranzove teoreme poznat je kao Rolova teorema. Njena formulacija je:
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Teorema 7.2. (Teorema Rola (Rolle) ) Pretpostavimo da funkcija y = f(x) zadovoljava sledeéa tri uslova:
1. f je neprekidna na zatvorenom intervalu [a, b];

2. f je diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b);

3. fa) = f(b)
Tada postoji tacka ¢ € (a,b) takva da vazi da je f'(c) =0.

Navedene teoreme ne¢emo dokazivati. Napomenuéemo samo da se dokaz Rolove teoreme zasniva na osobini
neprekidne funkcije da na zatvorenom intervalu postize svoj (globalni) maksimum i minimum, kao i na ¢injenici da
je u ekstremnim tackama (tackama (lokalnog) minimuma i maksimuma) zadovoljeno da je f'(z) = 0.

Lagranzova teorema se zatim dokazuje tako sto se svede na specijalni sluc¢aj Rolove (geometrijski, ovo je prili¢no
jasno sugerisano na Slici 23). To se postize definisanjem pomoéne funkcije

F@) = @)~ (f@ + 26 )

na koju se moze primeniti Rolova teorema. Izracunavajuéi izvod funkcije F'(z) u tacki ¢ u kojoj je (po Rolovoj
teoremi) F”(c) = 0, dobijamo tvrdenje Lagranzove teoreme.

Naves¢emo jos nekoliko komentara, zapazanja i posledica, u vezi sa Lagranzovom i Rolovom teoremom.

e Ako u formulaciji Lagranzove teoreme stavimo da je b = x, dobijamo da je, za ¢ € (a,x) zadovoljeno da je
f(z) = f(a)+ f'(c)(x — a). Ovo tvrdenje je vrlo sli¢no linearnoj aproksimaciji funkcije (7). Osnovna razlika
je $to ovde imamo jednakost, umesto aproksimacije. Naravno, problem je u tome §to jednakost mozemo da
koristimo samo ako znamo vrednost ¢, a to u opstem sluc¢aju, ne znamo. Dakle, ostaje nam na raspolaganju
aproksimacija, i saznanje da (idealna) tacka ¢ negde postoji.

e Posledica Lagranzove teoreme je tvrdenje: Ako je f'(x) = 0 za svako x € (a,b) (za funkciju f koja ispunjava
uslove Lagranzove teoreme o neprekidnosti i diferencijabilnosti), onda je f(x) = ¢ na intervalu [a, b]. (Dakle,
f je tada konstantna funkcija).

e Ako za funkcije f(x) i g(x) na nekom intervalu (a,b) vazi da je f'(z) = ¢’(z), onda se funkcije f i g na tom
intervalu razlikuju samo za konstantu, tj. vazi da je f(z) = g(z) + ¢, za c € R.

e Na osnovu Rolove teoreme moze se pokazati da za funkciju y = f(x) koja ispunjava sledeéa tri uslova

1. f(z) je neprekidna nad zatvorenim intervalom [a, b];
2. f(z) je diferencijabilna nad otvorenim intervalom (a,b) i pri tom je f'(x) # 0 za sve z € (a, b);
3. fla)- f(b) <0,

vazi f ima tacno jednu nulu nad intervalom (a,b).
Napomena: Veé¢ nam je poznato da uslovi 1. i 3. obezbeduju postojanje bar jedne nule funkcije na posma-
tranom intervalu. Uslov 2. obezbeduje da je nula funkcije u uo¢enom intervalu jedinstvena.

Ova tvrdenja nalaze primene u mnogim situacijama. I mi ¢emo se kasnije u nekim slucajevima pozivati na njih.

7.2 L’Hospital-ovo pravilo - grani¢ne vrednosti neodredenih izraza

Polazeéi od jednog uopstenja Teoreme o srednjoj vrednosti (Kosijeva teorema) koje ovde neéemo navoditi, moze se
dokazati Lopitalova teorema. Ova teorema je od izuzetnog znacaja pri reSavanju grani¢nih vrednosti neodredenih
izraza. Sa neodredenim izrazima i njihovim grani¢nim vrednostima smo se ve¢ susreli. Neke smo resavali lako, ali
¢e nam u mnogim sluc¢ajevima teorema koja sledi biti od velike pomoéi. Naveséemo je bez dokaza.

Teorema 7.3. (L’Hospital-ova teorema) Pretpostavimo da za funkcije f(x) i g(x), koje su definisane i diferenci-
jabilne nad nekim intervalom I (sem, eventualno, u tacki a € I), i pri tome je funkcija g takva da je ¢'(x) # 0 za
sve x € I sem, eventualno, u tacki a, vaZi lim f(x) = lim g(z) = 0. Tada je
r—a r—a
x f(x

lim = lim -
z—a g(x z—a g'(x)

4
ukoliko lim @ postogi.
z—a g'(x)
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Primer 7.1. Odrediti lim w.

z—0 X
_— , o y . . sinx , .
ResSenje: Veé smo dokazali da je trazena grani¢na vrednost hmO —— = 1. Sada to mozemo potvrditi primenom
r—r i
Lopitalove teoreme.
Funkcije f(x) = sinz i g(z) = = su definisane i diferencijabilne na ¢itavom skupu R, a uz to vazi da je
lim sinz = lim « = 0. Lopitalova teorema tvrdi da je tada
z—0 z—0
sinx cosx
lim = lim =cos0=1.
z—0 X x—0 1

Nekoliko napomena u vezi sa ovom teoremom:

e Uslovi teoreme jasno govore da se primenom Lopitalovog pravila reSavaju grani¢ne vrednosti neodredenih
izraza oblika —. Ideja na koju se ova teorema oslanja je da se dve beskona¢no male veli¢ine aproksimiraju
tangentama, a da se zatim njihov koli¢nik ponasa kao i koli¢nik koeficijenata pravaca tih tangenti.

e Pravilo je definisano za grani¢ne vrednosti u kona¢noj tacki. Lako se moze uopstiti i na grani¢ne vrednosti u
beskona¢noj tacki (tj. za x — oo, kao i za x — —o0).

e Pravilo se dalje moze uopstiti i na slucaj kada za posmatrane funkcije vazi lim f(x) = lim g(z) = oo (i opet,

r—a r—a
i za limes u beskonacnoj tacki, a takode i za slucajeve koji ukljuéuju —oo). Dakle, i u sluéaju granicne
. . . o . . . . s . .
vrednosti neodredenog izraza oblika — Lopitalova teorema se moze direktno primeniti i moze se posmatrati
00
koli¢nik izvoda funkcija umesto koli¢nika samih funkcija.
e Veoma je vazno imati na umu da Lopitalovo pravilo podrazumeva da ra¢unamo koli¢nik izvoda funkcija, a ne

izvod koli¢nika funkcija. Naravno, dobro je i da ne zaboravimo kada (i kako) treba rac¢unati izvod koli¢nika
funkcija.

e Teorema se moze primeniti vise puta uzastopno, ukoliko su uslovi za to zadovoljeni (odnosno, ukoliko je i
grani¢na vrednost koli¢nika izvoda funkcija neodredeni izraz).

0 00
e Teorema garantuje da je grani¢na vrednost neodredenog izraza oblika 0 (ili —) jednaka grani¢noj vrednosti
00

!
x
koli¢énika izvoda, ako ova poslednja postoji. Vazno je imati na umu da, ukoliko lim f/( ) ne postoji, to
r—a g (_’I,‘)
. : L . o flE) . L . :
nista ne govori o postojanju polazne grani¢ne vrednosti lim —) (osim da je moramo rac¢unati na neki drugi
z—a g(x

nacin).

e Teorema se direktno moze primeniti za izra¢unavanje samo dve od sedam grani¢nih vrednosti neodredenih
izraza. Medutim, svih preostalih pet se mogu svesti na jednu od dve na koje se teorema direktno odnosi. To
znaci da se Lopitalova teorema (direktno ili indirektno) moze koristiti za izra¢unavanje svih oblika grani¢nih
vrednosti neodredenih izraza.

. . . . x+sinx
Primer 7.2. Izracunati lim ———.
T—00 T
Resenje: Funkcije f(z) =z +sinz i g(z) = z ispunjavaju sve uslove Lopitalove teoreme, a trazena grani¢na
vrednost je neodredeni izraz oblika —. Direktnom primenom Lopitalove teoreme dobijamo:
00
. x+sinx . 1+ coszx .
lim ——— = lim —— =1+ lim cosz,
T—00 T T—00 1 T—00

medutim, ovaj poslednji limes, lim cosz, ne postoji. To znaé¢i da o trazenoj grani¢noj vrednosti na ovaj nacin
xT—r o0

nismo dobili odgovor. Uocavamo, medutim, da je

fim ST (1+ Si”) 1.

T—00 x xT—00 x

Dakle, u ovom sluc¢aju je grani¢nu vrednost bilo lako izra¢unati direktno, a nije se mogla odrediti primenom
Lopitalove teoreme.
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Primer 7.3. Izracunati:
xr

a) lim —;
) 00 2’

x

-1

b) lim €
x—0 x

)

-1
¢) lim EET 2

x—0 x ’

d) lim xzlnz;
z—0+t

e) lim xze®;
T—r—00

. 1 1
1) i%(x_ezl)

. 1
g) lim z=;
Tr—r 00

ResSenje: Sve navedene grani¢ne vrednosti su limesi neodredenih izraza. Sve se mogu izracunati primenom
Lopitalove teoreme, direktno ili nakon pogodne transformacije i svodenja polaznog izraza na oblik pogodan za
primenu teoreme.

a) Direktnom primenom Lopitalovog pravila dva puta uzastopno, za ovaj limes neodredenog izraza oblika —
00

xr X xr
dobijamo lim % = lim — = lim <

— = OQ.
z—00 T2 z—00 21 z—o0 2

e’ —1

T

0
b) Direktnom primenom Lopitalovog pravila za ovaj limes neodredenog izraza oblika 0 dobijamo lirr%J =1.
T—

0
¢) Direktnom primenom Lopitalovog pravila za ovaj limes neodredenog izraza oblika 0 koji smo ve¢ racunali u

-1
coszT _o.

Primeru 6.7 dobijamo lim
x—0 x

d) Ovaj neodredeni izraz je oblika 0 - oo pa se na njega Lopitalovo pravilo moZe primeniti tek nakon transfor-
00 0
macije koja ga svodi na jedan od oblika — ili o U skladu sa standardnim postupkom je
00
Inx %

lim zlnz = lim —— = lim —=—lim z=0.
r—0t r—0t r—0t — =z z—0t

x

e) Ovaj neodredeni izraz je, kao i prethodni, oblika 0 - oo, i ideja za njegovo resavanje je ista kao i u prethodnom
slucaju. Vazno je uociti, medutim, da je u ovom primeru vazno na koji od dva moguca, i u opstem slucaju
potpuno ravnopravna, nacina transformisemo izraz. Tako pokusaj da limes odredimo kao

lim ze® = lim — = lim = lim = ...
T——00 T——00 = T—H—00 — = T——00 — =
x x -

oc¢igledno ne vodi nikakvom korisnom zakljucku, ali grani¢nu vrednost lako dobijamo uz pomoé¢ druge trans-
formacije:

. . x . 1 .
lim ze® = lim = lim =— lim e*=0.
T——00 z——o00 77T z——o00 —e~ 7T T——00

f) Neodredeni izraz je u ovom slucaju oblika oo — co. On se obi¢no faktorizacijom svodi na izraz oblika 0- oo, na
koji se zatim primenjuje postupak opisan u primerima (d) i (e). U nekim slu¢ajevima se oo — oo i direktno

. . e . [S Ol . .
moze svesti na kolicnike — ili 0 Ovde je, upravo u tom smislu:
00

. 1 1 e —-1—-z . e’ —1 . e’ 1
lim [ — — = lim = lim =lim ———— = —.
z—0 z(e® — 1) z—0 e — 1 + xe® 250 e% 4 e + xet 2
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g) Ovaj primer predstavlja neodredeni izraz oblika oo’. Postupak za njegovo resavanje ukljucuje niz koraka

koji dovode do toga da se moze primeniti Lopitalova teorema. Potpuno istim postupkom izra¢unavaju se i
preostala dva limesa neodredenih izraza oblika stepena: 0° 1 1°°.

Postupak podrazumeva sledeée korake: (1) logaritmovanje datog izraza, (2) izmenu redosleda limesa i
funkcije (zahvaljujuéi neprekidnosti logaritamske funkcije), (3) primenu osobine logaritma za stepen, (4)
transformisanje dobijenog limesa oblika 0 - co na oblik na koji se primenjuje Lopitalova teorema, (5) primenu
Lopitalove teoreme i izracunavanje graniéne vrednosti logaritma polazne funkcije (6) antilogaritmovanje i
izraCunavanje trazene grani¢ne vrednosti.

Na posmatranom primeru to izgleda ovako:

A= lim z+ = InA=1In lim x%,
xTr—r 00 Tr—r 00
pa je dalje
InA = In lim 2= = lim Inz*
Tr—r 00 Tr—r 00
1 |
= Ilim —Inxz = lim 1
r—00 I r—0o0 I
1
= lim £ =0,
z—oo 1

pa, na osnovu In A = 0, za trazeni limes A vazi daje A =€’ =1.
7.3 Aproksimacija funkcije - Tejlorov polinom

Definisuéi diferencijal funkcije naveli smo i da se on koristi za aproksimaciju date funkcije linearnom funkcijom. Ovo
je najjednostavnija aproksimacija, za koju se koristi polinom prvog stepena. UopStavanjem ove ideje i koriséenjem
polinoma viseg stepena, dolazimo do preciznijih aproksimacija funkcije. Smanjenje greske dolazi kao posledica vece
sloZenosti aproksimirajuée funkcije (poveéanja stepena aproksimirajuéeg polinoma). Odavde je veé jasno da Ce
konkretni zahtevi prakti¢nog problema “diktirati” koliko slozenu aproksimaciju zelimo; to ¢e biti polinom najnizeg
stepena kojim se obezbeduje neka zeljena/zahtevana ta¢nost.

Da bismo dosli do opsteg oblika aproksimirajuc¢eg polinoma funkcije u nekoj tacki, podsetimo se da za funkciju
y = f(z) koja na nekom intervalu [a, b] zadovoljava uslove Lagranzove teoreme vazi da postoji tacka ¢ € (a,b) tako
da vazi

f) = fa)+ f'(e)b—a),
pri éemu ne znamo ta¢nu vrednost ¢. Takode, znamo da je ¢ mogudée zapisati u obliku ¢ = a+60(b—a), za 6 € (0,1).
Ovo nije nista drugo nego zapazanje da je ¢ na duzi odredenoj tackama a i b i da je zbog toga moguée napisati ovu

tacku kao linearnu (konveksnu) kombinaciju krajeva intervala. Sve tacke izmedu a i b dobijaju se kao navedena
linearna kombinacija, za odgovarajucu vrednost 6.

Veé smo naveli i da se tvrdenje Lagranzove teoreme moze interpretirati kao formula za linearnu aproksimaciju
funkcije y = f(z), stavljajuéi da je b = x. Tada su za vrednosti z u nekoj okolini tacke a moze napisati da je

fz) = f(a) + f'(c)(x —a) ,

ali kako ne znamo ¢ koje obezbeduje ovu jednakost, prakti¢no pisemo da je

f(x) = f(a) + Ri(x)
gde je Rj(x) greska aproksimacije.

Ako zelimo da napiSemo bolju (precizniju) aproksimaciju funkcije, mozemo celu prethodnu pri¢u uopstiti.
Ukoliko pretpostavimo da funkcija y = f(z) ima na posmatranom intervalu [a,b] i izvode viSeg reda, recimo
do reda n, i ako sada izvodi viseg reda zadovoljavaju pretpostavke analogne onima iz Lagranzove teoreme (izvodi
do reda (n — 1) postoje i neprekidni su na [a,b], a izvod reda n postoji na (a,b)), onda se (koriséenjem pomoéne
funkcije i Rolove teoreme) moze pokazati da za funkciju y = f(z) postoji tacka ¢ € (a,b) tako da vazi da je

@(b_a)+&(b_a)2+@(b_a)3+...+M(b_a)(n—l) +w

b—a)".
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Ovim je formulisana poznata Tejlorova formula. Analogno onom §to smo napisali na osnovu Lagranzove teoreme
za linearnu aproksimaciju funkcije, napisa¢emo odgovarajué¢u reformulaciju Tejlorove formule, stavljajuéi b = z:

Teorema 7.4. (Tejlorova teorema): Neka su funkcija y = f(x), i svi njeni izvodi do reda (n — 1) neprekidni nad
zatvorenim intervalom [a,b] i neka postoji ™) (x) nad otvorenim intervalom (a,b). Tada postoji vrednost 6 € (0,1)
tako da za svako x € (a,b) vazi da je

"a "(a "iq (n—1) a
f(x) f(a)+f1(!)(xfa)+f2(! )(xa)2+fg§)(xa)3+...+f(n_1()!)(za)"1+Rn(:c),
pri cemu je # )( " )
"(a+80(x—a "
R, (z) = p (x—a)".
Polinom
'(a "la "(q (n=1) (4 =L@y, ‘
Tn_l(w):f(a)+f1(')(x*a)+f2(')(x*a)2+f3$ )(xa)3++f(n_1()|)($a)”1 fZ'( )(:L'*(Z)Z

naziva se Tejlorov polinom (n — 1)-vog stepena funkcije f(x) u tacki a. Vazi da je
f(x) =Th_1(x) + R,(2) , odnosno  f(x) = Tp—1(x) .

Dakle, Tejlorov polinom je aproksimativni polinom funkcije f(z) u okolini tacke a.

Gresku ove aproksimacije ne mozemo tacno odrediti, jer ne znamo vrednost 6 koje obezbeduje navedenu jed-
nakost. Ovu gresku zato najcesée ocenjujemo: odredujemo (8to preciznije mozemo) gornje ogranicenje apsolutne
vrednosti greske. Greska ocigledno zavisi od veli¢ine intervala na kom koristimo aproksimaciju (udaljnosti = od a),
kao i od stepena n polinoma koji koristimo. Ocenjujuéi gresku kao funkciju ovih dveju veli¢ina, mozemo kontrolisati
preciznost aproksimacije i odabrati odgovarajuce parametre za postizanje zeljene ta¢nosti.

U specijalnom slu¢aju, kada je a = 0, Tejlorov polinom se zove Maklorenov polinom. Za funkciju koja zadovoljava
uslove Tejlorove teoreme na nekom intervalu [0, b], za svako x € (0,b) postoji 6 € (0, z) tako da je

’ " 1 (n—1)
pri cemu je »
Ry (2) = L0%) 0

n!

Primer 7.4. Napisati Maklorenove polinome Ta(x), Ty(x) i Ts(x) za funkciju y = cosx i graficki th predstaviti na
intervalu [—4,4].

Resenje: Potrebno je da odredimo prvih 8 izvoda funkcije y = cosx i izra¢unamo njihovu vrednost za = = 0.
Pozivajuéi se na Primer 6.13(c), dobijamo:

F0) = fD(0) = &) =1, f(0)=fD0) =0 =f70)=0, f(0)=f0) =-1.
Sada je

OO

@) = £+ L0 I -
B ) . f0) 5 f70) 5 fD0) 4 2 at
Ty(x) = f(0)+ T T+ 51 x4+ a0 z° + 1 z*=1 7+ﬂ’
8 .
f(z)(o) ) x2 £C4 SCG 1,8
T p— 221_7 e — .
5(®) > it 5 724 720 T 20320

=0

Graficki prikaz je dat na Slici 24. Uocavamo da polinom viseg stepena manje odstupa od funkcije, kao i da je
aproksimacija bolja (greska - odstupanje manje) za vrednosti x blize tacki 0 (tacki u kojoj je “razvijen” polinom).
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Slika 24: Aproksimacija funkcije f(x) = cosz Maklorenovim polinomima razli¢itog stepena.

Primer 7.5. Napisati Maklorenove polinome stepena n — 1 i formule za ostatak R,(x) za funkcije:

a) f(x) =e”;

b) f(z) =sinz;

¢) f(z) = cosx;

d) f(z) =In(1+ x).

Resenje:

a) S obzirom da je f(0) = f/(0) = f”(0) = ... = f™(0) = 1, zakljuéujemo da je
N 2 3 l,(nfl) efz .
e =1+x+§+§+...+(n_l)!+Rn(a:), Rn(x)zﬁz :

b) S obzirom da je fZ¥(0) =0, fUHDO)=1 i fEF(0) = —1, dobijamo

x3  x® a2l p2k-t (—1)F cos(0x)
me—r— 4+ T () 4R Rop(ar) = 2 CO8IT) it
sinz =z —grt g gt D gy Rae) s Ralw) = o

¢) S obzirom da je (kao u Primeru 6.13(c) )  f@+D(0) = f@+3D00) =0, f@0)=1 1 fEFD(0) =

dobijamo

z? 2t p o2k (=1)* cos(0z) 5444
COS$:1—§+E++<_1) @+R2k+1($), R2k+1<$):W

d) Data funkcija je definisana za x > —1, a njeni izvodi su

fllay=0+a)™",  f@)=-1+2)2 @) =20+2)7"  [fP)=-2-30+2)7" ...

PO @) = ()" =21 +2) ", @) = (1) = DI+ 2)

Njihove vrednosti za z = 0 su

fO)y=0,  fO70) = (-1)"(n—2)!,

52

-1,



F(0x) = (=1)" (0 — DL+ 02) 7",

pa je
1’2 I3 1,4 xnfl
L 44 (=D"

5 T T +(=1) n

In(1+2x)=

=18

pri ¢emu je

Rp(z) = HWIW .

Primer 7.6. Odrediti pribliznu vrednost za V4.1 koristecéi Tejlorov polinom treceg stepena. Oceniti gresku aproksi-
macije. Koliki stepen polinoma je potreban da bi se trazena vrednost izracunala sa greskom manjom od 10732

Resenje:
7.4 Ispitivanje intervala monotonosti funkcije

Primena izvoda funkcije na ispitivanje intervala rasta i opadanja funkcije, kao i na ispitivanje (postojanja) ekstrem-
nih vrednosti, je verovatno najpoznatija, a po svemu sudeéi - i najvaznija primena. Obratimo paznju na ¢injenicu
da bismo na pitanja o maksimalnoj ili minimalnoj vrednosti funkcije, bez primene izvoda uglavnom bili prinudeni
da rac¢unamo vrednosti funkcije (koliko takvih vrednosti?!) i da ih medusobno uporedujemo. Koristeéi sredstva
matematicke analize, sve odgovore nalazimo ispitujuéi izvod funkcije.

Uocimo da smo veé na samom pocetku price o izvodu funkcije doveli u vezu pojam prvog izvoda u tacki i pojam
rasta, odnosno opadanja, funkcije u tacki. “Posrednik” je bila geometrijska interpretacija izvoda, kao koeficijenta
pravca tangente na funkciju u posmatranoj tacki; ako je koeficijent pravca tangente (izvod u tacki) pozitivan,
funkcija u toj tacki raste, bas kao i njena tangenta; ako je negativan - funkcija u toj tacki “prati” tangentu i opada.
Tacke u kojima funkcija niti raste, niti opada, prepoznavali smo po tome $to je koeficijent pravca tangente na krivu
u toj tacki - a to znaci i prvi izvod - jednak nuli. Medutim, cela ova prica se odnosi samo na ponasanje funkcije u
tacks.

Da bismo dosli do rezultata koje, u stvari, znamo i koristimo jo$ od srednje skole, a to je da znamo kako se
funkcija ponasa za svaki par tacaka (znajuéi sta radi u svakoj tacki), koristimo Teoremu o srednjoj vrednosti. Njena
“sposobnost” da poveze lokalno sa globalnim i ovde je od sustinskog znacaja.

Teorema 7.5. Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) diferencijabilna na nekom intervalu (a,b).
o Ako je f'(x) >0 za x € (a,b), onda je f(x) rastuéa funkcija na (a,b);
o Ako je f'(x) <0 za x € (a,b), onda je f(z) opadajuca funkcija na (a,b).

Dokaz: Pretpostavimo da je f'(x) > 0 za x € (a,b) i da su z1, 22 € (a,b) takvi da je 1 < x2. Tada, na osnovu
Teoreme o srednjoj vrednosti, vazi da je za neko ¢ € (x1,x2)

f@2) = f(21)

=f'(c)>0 = f(@2) = f(z1) >0 (jer je z2 — 21 >0)
Xro — I

a f(x2) > f(x1) znaci da je funkcija rastué¢a. Analogno se dokazuje i drugi deo tvrdenja.

Vazno je imati na umu da u obrnutom smeru tvrdenje moramo malo modifikovati: ako je funkcija f(x) rastuca
na intervalu (a,b), za njen izvod f’(x) vazi da je f'(x) > 0.

Dakle, ne mozemo iskljuciti moguénost da je izvod rastuce funkcije u nekoj tacki jednak nuli. Primer za to je
funkcija y = 2*, koja je monotono rastuéa celim svojim tokom, a vazi da je y'(0) = 0. U ostalim tackama vazi da
je v/ (z) = 32% > 0.

Primer 7.7. Odrediti intervale rasta i opadanja funkcije f(x) = x® — 3z — 2.
Resenje: Za f(z) =2® — 3z — 2= (v + 1)%(z — 2) je f'(z) = 3(x — 1)(x + 1). Za izvodnu funkciju tada vazi:
f >0 za x € (—oo,—1)U(1,00) = f je monotono rastuéa;
f'<o za x € (—1,1) = f je monotono opadajuca.

Interesantno je dovesti u vezu grafike funkcije i njene izvodne funkcije.
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7.5 Ispitivanje ekstremnih vrednosti funkcije

Odredivanje ekstremnih vrednosti funkcije je svakako od ogromnog znacaja u analizi funkcija (a samim tim i
u praksi). Razlikujemo globalne (apsolutne) i lokalne (relativne) ekstremne vrednosti funkcije. Poceéemo sa
definicijama svake od njih.

Definicija 7.1. Funkcija y = f(x), definisana na nekom intervalu I = (a,b) ima

1. lokalni minimum f(c) u tacki ¢ € I akko postoji okolina (¢ — e, ¢+ €) tacke ¢ takva da je f(x) > f(c) za sve
vrednosti x € (¢ —e,¢) U (¢,c+ ¢€);

2. lokalni maksimum f(c) u tacki ¢ € I akko postoji okolina (¢ — e, c+€) tacke ¢ takva da je f(x) < f(c) za sve
vrednosti © € (¢ —e,¢) U (¢, c+ ¢€);

3. globalni minimum f(¢) u tacki ¢ € I akko je f(x) > f(c) za sve vrednosti x € I;
f

4. globalni maksimum f(c¢) u tacki c € I akko je f(x) < f(c) za sve vrednosti x € I;
Ove ¢etiri vrste ekstremnih vrednosti su, za prikazanu funkciju na intervalu I = [a, €] ilustrovane na Slici 25.

¥

Abs. & Rel. Max.
Pai®
[
Rel Max. y %
Iy ol
I\ i I II"
A il
Il' | "."L c ] I"'.'\\. e
a / | 1
T . I el x
I f."il b o1 .r"ll d R
it oog Sl
| / Rel. Min
L/’aa
Abs. Min

Slika 25: Razlicite vrste ekstremnih vrednosti funkcije na intervalu I = (a,e).

Jasno je da lokalni ekstrem funkcija moze imati samo u unutrasnjoj tacki posmatranog intervala, a da globalni
ekstrem moze biti postignut ili kao neki od lokalnih ekstrema, ili u rubnoj tacki posmatranog (zatvorenog) intervala.

Primer 7.8. Za funkciju f(x) = x? ispitati postojanje lokalnih i globalnih ekstrema, ako
a) zel-1,2]; b) x€[2,3]; c) x€[l,00); d) zeR.

ResSenje: Jasno je da interval na kom posmatramo funkciju igra veoma vaznu ulogu pri odredivanju ekstremnih
vrednosti. U ovom primeru

a) funkcija postize lokalni i globalni minimum na posmatranom intervalu u tacki = 0, globalni maksimum u
tacki x = 2, a lokalni maksimum nema na posmatranom intervalu;

b) funkcija ne postize lokalne ekstremne vrednosti na posmatranom intervalu, globalni minimum postize u tacki
x = 2, a globalni maksimum u tacki x = 3;

c¢) funkcija ne postize lokalne ekstremne vrednosti na posmatranom intervalu, niti ima globalni maksimum, a
globalni minimum postize u tacki x = 1;

d) funkcija postize lokalni i globalni minimum na posmatranom intervalu u tacki x = 0, a globalne ekstremne
vrednosti nema na posmatranom intervalu.

Dalje ¢emo definisati dve klase tacaka, vazne kada ispitujemo ekstremne vrednosti funkcije:

Definicija 7.2. Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) neprekidna u nekoj tacki c.
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e Tucka c je stacionarna tacka funkcije f ako je f'(c) = 0.

e Tacka c je kriticna tacka funkcije f ako je ¢ stacionarna tacka ili ako f'(c) ne postoji.

Dalje formulisemo uslove za postojanje lokalnih ekstrema funkcije u nekoj tacki.

Teorema 7.6. (Potreban uslov za postojanje lokalnog ekstrema) Pretpostavimo da je funkcija y = f(x) neprekidna
u tacki c. Ako funkcija f ima lokalni ekstrem u tacki ¢, onda je ¢ kritiéna tacka funkcije.

Dokaz: Pretpostavimo da funkcija f postize lokalni maksimum u tacki ¢. To znaci da je f(c) > f(x) za sve x
iz neke okoline tacke c.

Ako f'(c) ne postoji, onda je ¢ kriti¢na tacka i teorema je dokazana.
fle+h) = flo)

Ako f'(c) postoji, to znac¢i da postoji lim
h—0 h

. Ovo, opet, znaé¢i da su odgovarajuce leva i desna

grani¢na vrednost jednake:
o St = J©) o fleth) = (o)
h—0*+ h h—0~ h
Uocimo: .
o FCEW =@
h—0+ h

jerje f(c+h)— f(c) <0ih >0, a grani¢na vrednost negativne funkcije (odnosno posmatranog koli¢nika) ne moze
biti pozitivna.
Istovremeno je
h) —
i LM —FO) S
h—0— h
jer je f(c+h)— f(c) <0ih <0, a grani¢na vrednost pozitivne funkcije (odnosno posmatranog koli¢nika) ne moze
biti negativna.

Kako ove dve jednostrane grani¢ne vrednosti moraju biti jednake, to je moguce jedino ako su obe jednake nuli,
f(C+h) —f(C) :f/(c) =0

odnosno, ukoliko je lim
h—0 h

Dakle, ekstremna tacka mora biti kriticna tacka. Medutim, navedeni uslov je samo potreban, ali ne i dovoljan,
a to znaci da obrnuto ne mora da vazi: nije svaka kriti¢na tacka obavezno i ekstremna. Primer je, recimo, funkcija
f(z) = 23, koja u kriti¢noj (stacionarnoj) tacki = 0 nema ekstremnu vrednost.

Odavde zaklju¢ujemo da ¢emo ekstremne tacke nac¢i medu kriti¢nim tackama, ali da nam treba jos neki kriter-
jjum (dovoljan uslov) da bismo odredili koje kriti¢cne tacke su ekstremne, a koje nisu. Formulisa¢emo dva takva
uslova.

Teorema 7.7. (Dovoljan uslov za postojanje lokalnog ekstrema) Ako je ¢ kriticna tacka funkcije f i ako f'(x)
menja znak u okolini tacke ¢, onda je ¢ tacka lokalnog ekstrema. Pri tome
e akoje f'<0zaxe€(c—e,c) i [f'>0zax€ (c,ct+e), onda jec tacka lokalnog minimuma funkcije f;
e akoje f'>0zax€(c—¢e,c) i [ '<0zax€ (c,ct+e), ondajec tacka lokalnog maksimuma funkcije f.

Ovu teoremu ne¢emo formalno dokazivati, ve¢ ¢emo samo uociti da je intuitivno jasno da promena znaka izvoda
funkcije ukazuje da funkcija u okolini tacke ¢ menja tok (prelazi iz rasta u opadanje, ili obrnuto). To, opet, znaci
da ¢ ispunjava uslov definicije lokalnog ekstrema. Uo¢imo da se Teorema 7.7 moze primeniti na sve kriti¢ne tacke.

Teorema 7.8. (Dovoljan uslov za postojanje lokalnog ekstrema) Pretpostavimo da je ¢ stacionarna tacka funkcije
f i da postoji f"(x) (na nekom intervalu I koji sadrZi tacku c). Ukoliko je f"(c) # 0, tacka c je tacka lokalnog
ekstrema. Preciznije:

e ako je f"(c) <0, onda je c tacka lokalnog maksimuma;

e ako je f"(c) >0, onda je c tacka lokalnog minimuma.
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Dokaz: Ako je ¢ stacionarna tacka, to znaci da je f/(c) = 0. Ako na intervalu I postoji f”(z), onda postoji i
f"(c). Pretpostavimo da je f”(¢) > 0 (analogno bismo dokazali i tvrdenje u drugom sluc¢aju). Ova vrednost je, po

definiciji,
_fileth)—fe) . fleth)—0
1 _ —
FOo=m= =% "
To znaci da
za h < 0 mora biti f'(c+h) <0, dok  za h > 0 mora biti f'(c+ h) <O0.

Prethodno zna¢i da izvodna funkcija menja znak (a funkcija prelazi iz opadanja u rast) u okolini tacke c¢. Ovo
je, opet, pokazatelj da je c tacka lokalnog minimuma.
Uocimo da se Teorema 7.8 moze primeniti (samo) na stacionarne tacke.

Primer 7.9. Ispitati ekstremne vrednosti funkcija
a) y=a%, b) y=lz|, c) y=a>.
Resenje:
a) Funkcija ima stacionarnu tacku ¢ = 0 i definisan drugi izvod u njoj, f”(¢) = 2 # 0. Zakljuéujemo da je za
¢ = 0 postignut lokalni minimum funkcije.

. Kako za = 0 ni prvi ni drugi izvod funkcije

b) Izvodna funkcija funkcije y = |z| je v/(z) = { 1_1’ za r <0

za x>0
y = |z| nisu definisani, funkcija ima kriti¢nu, ali ne stacionarnu tacku ¢ = 0. Kako izvodna funkcija menja
znak u okolini ¢ = 0, ova tacka je, na osnovu Teoreme 7.7, lokalni minimum (3pic). Uoé¢imo da u ovom
primeru nismo mogli koristiti dovoljan uslov iz Teoreme 7.8.

¢) Funkcija ima stacionarnu tacku u ¢ = 0, u kojoj postoji drugi izvod funkcije, ali je f”/(¢) = 0. I u ovom slucaju
moramo posmatrati promenu znaka funkcije f’ = 322, jer uslovi za primenu Teoreme 7.8 nisu ispunjeni.
Uocavamo da je znak izvoda stalan (y'(x) > 0 za sve vrednosti  # 0) pa, na osnovu Teoreme 7.7, stacionarna
tacka nije ekstremna.

Svi do sad navedeni uslovi u ovom odeljku odnose se na odredivanje lokalnih ekstrema funkcije. Ostaje da
kazemo nesto i o trazenju globalnih ekstrema.

e Ogranicavajudéi ispitivanja na neprekidne funkcije na zatvorenom intervalu, obezbedujemo da su globalni
ekstremi uvek dostignuti na tom intervalu (Teorema 4(a)), odnosno da ¢emo naéi ono §to trazimo.

e Globalni ekstremi mogu biti postignuti ili kao neki od lokalnih ekstrema, ili u rubnim tackama posmatranog
intervala.

e S obzirom da su globalni ekstremi najmanja, odnosno najveca vrednost neke funkcije na nekom intervalu, do-
voljno je medu vrednostima koje funkcija postize u lokalnim ekstremnim tackama i na krajevima posmatranog
intervala odabrati najve¢u, odnosno najmanju. To ¢e biti globalni maksimum i globalni minimum.

Prethodnim je opisan postupak za odredivanje globalnih ekstrema. Uoc¢imo da on u sebi implicitno sadrzi i
korake kojima se odreduju lokalni ekstremi posmatrane funkcije.

Primer 7.10. Odrediti globalne ekstremne vrednosti funkcije f(x) = 3z(x + 4)% na intervalu [—5, —1].

ResSenje: Funkcija je neprekidna na posmatranom zatvorenom intervalu, pa svakako distize svoj globalni
minimum i globalni maksimum.

Prvi korak je diferenciranje funkcije i odredivanje kriti¢nih tacaka, kao moguéih tacaka lokalnih ekstrema. Kako

. , S5r + 12

je fl(x) = ——,
(z+4)3

r=—4 jer  y'(—4) ne postoji

12 .. ,( 12)
r=——), jerje y | —— | =0.

dobijamo da su kriti¢ne tacke funkcije

) 5

Izra¢unavajuéi vrednosti funkcije u ovim tackama, kao i na krajevima posmatranog intervala, dobijamo:

12
y(—4) =0, y (—5> = —9.849,  y(=5)=—15,  y(—1)=—6.241.

Zakljucujemo da funkcija postize globalni maksimum u tacki z = —4, a globalni minimum u tacki z = —5.
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7.6 Ispitivanje zakrivljenosti funkcije i njenih prevojnih tacaka

Na osnovu prvog izvoda funkcije mozemo utvrditi da li funkcija raste ili opada na nekom intervalu. Ako u razma-
tranja uklju¢imo i drugi izvod funkcije, dobi¢emo informaciju o zakrivljenosti funkcije, odnosno o tome da li ona
“ubrzano” ili “usporeno” raste ili opada, ili mozda to radi nekom konstantnom brzinom. (Uo¢imo ovde da drugi
izvod funkcije brzine zaista interpretiramo kao ubrzanje pri kretanju.)

Termini koji se koriste u opisivanju i definisanju zakrivljenosti su brojni: konveksna, konkavna, konveksna ili
konkavna nagore i nadole, ili odozgo i odozdo, a tome mozemo dodati i opise “otvara se nadole” ili “otvara se
nagore”, “udubljena” i “ispupcena”, a omiljeni su i termini “smeje se” i “tuzna je”. Naravno, bi¢e neophodno da
se dogovorimo oko nekih definicija, pre nego $to nastavimo.

Definicija 7.3. Funkcija f(x) je konveksna na intervalu (a,b) akko su njene vrednosti veée od vrednosti njene
linearne aproksimacije u svakoj tacki tog intervala. Drugim re¢ima, grafik konveksne funkcije je iznad svake svoje
tangente.

Definicija 7.4. Funkcija f(z) je konkavna na intervalu (a,b) akko su njene vrednosti manje od vrednosti njene
linearne aproksimacije u svakoj tacki tog intervala. Drugim recima, grafik konkavne funkcije je ispod svake svoje
tangente.

ITlustracija je data na Slici 26. Uocavamo da na intervalima konveksnosti i konkavnosti funkcija moze i da raste,
i da opada.

Concave Up, Decreasing Concave Up, Increazing

Concave Down, Decreasing Concave Down, Increasing

e

Slika 26: Razli¢iti oblici zakrivljenosti funkcije. Gore: Konveksna (levo: opadajuéa; desno: rastuéa). Dole:
Konkavna (levo: opadajuéa; desno: rastuca).

Pretpostavimo da smo funkciju y = f(x) aproksimirali tangentom - njenom linearnom aproksimacijom. Ukoliko
je funkcija konveksna, ona odstupa od svoje tangente “kriveé¢i” se navise. Ako bismo aproksimaciju poboljsali
dodajuéi sledeéi - kvadratni ¢lan - Tejlorovog aproksimativnog polinoma, on bi morao da bude pozitivan (da
poveca vrednosti koje daje linearna aproksimacija), da bi se aproksimacija priblizila funkciji. Iz ovoga intuitivno
zakljucujemo da vazi sledece tvrdenje:

Teorema 7.9. Pretpostavimo da funkcija y = f(z) ima na intervalu (a,b) drugi izvod f"(z). Tada vaZi:

ako je f" >0 za w € (a,b) = [ je konveksna;

ako je f" <0 za w € (a,b) = [ je konkavna.

Uoc¢imo da, slicno kao kod ispitivanja monotonosti, i ovde obrnuto tvrdenje ne vazi, jer iz pretpostavke o
konveksnosti mozemo zakljuciti da je drugi izvod funkcije pozitivan ili jednak nuli (analogno za pretpostavku o
konkavnosti).
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Definicija 7.5. Tacka c je prevojna tacka funkcije f ukoliko postoji okolina tacke ¢ takva da je

f konveksna za x € (¢ —¢,c) i f konkavna za x € (¢,c+ ¢)
il
f konkavna za x € (c —e,¢) i [ konveksna za x € (¢,c+ ¢)

Pri odredivanju prevojnih tacaka funkcije koristimo sledece uslove, koje navodimo bez dokaza:

Teorema 7.10. (Potreban uslov za prevojnu tacku) Ako je ¢ prevojna tacka funkcije f i ako postoji f"(c), onda
je f"(c) = 0.

Dakle, moguce prevojne tacke su tacke u kojima je drugi izvod jednak nuli. Da bismo utvrdili koji od “kandi-
data” za prevojne tacke zaista jesu tacke u kojima funkcija menja konveksnost, koristimo sledeéi uslov:

Teorema 7.11. (Dovoljan uslov za prevojnu tacku) Ako postoji f'(x), i ako f”(x) menja znak u okolini tacke c,
onda je ¢ prevojna tacka funkcije f.

Primer 7.11. Odrediti ekzstremne 1 prevojne tacke, kao i intervale rasta, opadanja, konkavnosti i konveksnosti, za
funkciju f(z) = 3z(x + 4)3, posmatranu u Primeru 7.10.

Resenje:

Konacno, odredivanje globalnih ekstremnih vrednosti funkcije, uz postovanje nekih unapred datih uslova ili
bez njih, u praksi se izuzetno Cesto zahteva pri resavanju nekog realnog problema. Ovaj postupak se naziva jos i
optimizacija, a podrazumeva, u opStem slucaju, definisanje odgovarajuce funkcije koja opisuje problem, kao prvi
(u opstem slucaju ni malo trivijalan korak), a zatim i odredivanje njene ekstremne vrednosti. Naves¢emo samo
jedan ilustrativan primer:

Primer 7.12. Zelimo da napravimo zatvorenu kutiju sa osnovom u obliku kvadrata, od 10m? materijala. Ukoliko
nameravamo da potrosimo sav materijal, odrediti maksimalnu zapreminu koju kutija moZe da ima.

ResSenje: Zapremina kutije Cije su ivice a, b, ¢, koju treba da maksimizujemo (odredimo uslove - dimenzije -
pod kojima postize maksimalnu vrednost) izrazena je funkcijom V' = abc. Uzimajuéi u obzir da je osnova kutije
kvadrat, tj, da je a = b, dobijamo

V =d’c.
Uslov pod kojim vrsimo optimizaciju (maksimizaciju) je da povrsina kutije bude jednaka povrsini (ploce od) datog
materijala, odnosno, da je
2ab + 2ac + 2bc = 24 + 4ac = 10 .

Uslov koristimo da eliminisemo jednu od promenljivih koje figurisu u funkciji koju optimizujemo, jer se (bar u
5 — a?

ovom trenutku) bavimo funkcijama jedne promenljive. Kako je ¢ = , funkcija dobija oblik

a njeni izvodi su
1
V'(a) = 5(5 — 3a?), i V"(a) = —3a* .

Stacionarne tacke dobijamo iz uslova V'(a) = 0, uocavajuéi da ne postoje vrednosti a za koje V' nije definisano.
Takode, uzimajuéi u obzir fizicki smisao promenljive a (duzina stranice kutije) zanemarujemo negativne vrednosti

stacionarih tacaka. Pozitivno reSenje posmatrane kvadratne jednacine 5(5 - 3a2) =0 je

5
=1/2 ~1.201.
“ \/;

Ostaje jos da proverimo da li je ova ekstremna tacka zaista tacka maksimuma funkcije zapremine (ne bi bilo
dobro da, umesto da maksimizujemo funkciju, mi odredimo njenu minimalnu vrednost!). Ovo lako utvrdujemo
na osnovu znaka V”(1.291) = —3-1.291 < 0. Na osnovu Teoreme 7.8 zakljucujemo da je u stacionarnoj tacki
a = 1.291 postignut maksimum funkcije, odnosno, da ée kutija napravljena od 10m? materijala, kvadratne osnove

i sa poklopcem, biti maksimalne zapremine ako joj ivica osnove bude jednaka 1.291m.
2

Uocavajuéi da je za a = 1.291 i ¢ = = 1.291, zakljucujemo da trazeni uslov ispunjava kutija koja je

oblika kocke.

2a
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8 Neodredeni integral

U prethodnom odeljku, posveéenom izvodu funkcije, bavili smo se odredivanjem funkcije prvog izvoda, f’, odgo-
varajuceg datoj funkciji f. Takode smo se uverili, posmatrajué¢i mnogobrojne primene prvog izvoda funkcije, u
opsti znacaj ovog pojma. Nije neocekivano $to ¢éemo mu posvetiti jo§ paznje, ovog puta resavajuc¢i obrnut problem:
u ovom delu kursa pokazat¢emo kako se moze odrediti funkcija ¢ija nam je izvodna funkcija poznata. Ovakav
postupak se ¢esto naziva anti-diferenciranje. U slede¢em delu kursa pokazacemo veliki znacaj anti-diferenciranja
(odredivanja funkcije na osnovu njenog prvog izvoda) u izracunavanju odredenog integrala, a samim tim i ¢itavog
niza znacajnih fizickih veli¢ina.

8.1 Primitivna funkcija i neodredeni integral

Polazeéi od funkcije y(x) = 22 + 3z — 1, lako izracunavamo, na jedinstven nacin, njenu izvodnu funkciju y/(z) =
2z + 3. Za ovo koristimo osobine diferenciranja, kao i Tablicu izvoda 1. Sada postavljamo pitanje da li, znajuéi da
je za neku funkciju F odgovarajuéa izvodna funkcija f(x) = 22+ 3, mozemo “rekonstruisati” funkciju F. Preciznije
receno, nas cilj je da odredimo tzv. primitivnu funkciju F date funkcije f(z) = 2z + 3.

Definicija 8.1. Neka je f funkcija definisana na nekom intervalu realne ose. Funkcija F, koja je diferencijabilna
na tom intervalu, naziva se primitivnom funkcijom funkcije f ako je na tom intervalu zadovoljeno F'(x) = f(x).

Lako uo¢avamo da je, recimo, i za funkciju y(x) = x2 + 3z + 1 izvodna funkcija takode y' = 2z + 3. Taénije,
ako je F(zx) primitivna funkcija funkcije f, $to znaci da je F'(x) = f(z), tada je i

(F(z)+C) =F'(z) = f(z), CER,

pa zaklju¢ujemo da sve funkcije oblika F(x) 4+ C predstavljaju primitivnu funkciju iste funkcije f(z), odnosno da
primitivna funkcija za datu funkciju nije jednozna¢no odredena. Ipak, kako je za dve primitivne funkcije Fy i Fb
funkcije f na istom intervalu zadovoljeno

(Fi(z) = Fy(2)) = Fi(z) — Fy(x) =0,

jer je Fy(x) = Fj(x) = f(x), sledi da je
Fi(z) — Fx(z) = C,

tj. da se dve primitivne funkcije iste funkcije mogu razlikovati samo za konstantu. Dakle, polazeé¢i od jedne
primitivne funkcije date funkcije, sve ostale mozemo odrediti dodavanjem konstante.

Definicija 8.2. Skup svih primitivnih funkcija funkcije f na nekom intervalu naziva se neodredeni integral funkcije
f ma tom intervalu. Funkcija f naziva se podintegralna funkcija, a postupak odredivanja neodredenog integrala
integracija i anti-diferenciranje. Ako je F' proizvoljna primitivna funkcija funkcije f, onda je

/f(x) dr = {F(z)+ C | C € R},

Sto jednostavnije zapisujemo
/f(x) de = F(z)+ C,

gde je C' proizvoljna konstanta koju nazivamo integracionom konstantom.
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Za svaku funkciju postoji primitivna funkcija (neodredeni integral) na intervalu na kom je ona neprekidna. U
nastavku ¢emo navesti nacine i “alate” koje imamo na raspolaganju kada Zelimo da izra¢unamo neodredeni integral.
Koristi¢emo neke osobine neodredenih integrala, tablicu integrala i dve osnovne metode integracije. NaveS¢emo i
niz korisnih sugestija za reSavanje nekih karakteristicnih integrala, u zavisnosti od tipa podintegralne funkcije.

Medutim, ¢injenica je da prilikom anti-diferenciranja moramo znacajno da se oslanjamo na “kreativnost” i da
reSavamo integrale “od sluc¢aja od slucaja”, sto nije bio sluc¢aj kod diferenciranja. Sigurno ¢e postojati funkcije za
¢ije anti-diferenciranje neé¢emo imati dobru ideju, i neemo znati da resimo problem ($to ne moze da nam se desi
kada izracunavamo izvod funkcije). Postoje, medutim, i funkcije ¢iji se neodredeni integrali ne mogu izraziti preko
elementarnih funkcija u kona¢nom obliku, pa ni ne treba pokuSavati racunati ih metodama koje ¢emo opisati u
tekstu koji sledi (mozemo reéi da se ti integrali ne mogu resiti). Takvi slu¢ajevi su relativno malobrojni, a neko od
njih su, na primer, integrali

. d -
/e_;’62 dx | /smx dx | /—x ) /cosx2 dx , /e— dx.
x Inz x

8.2 Osobine neodredenog integrala

Osnovne osobine neodredenog integrala, koje ¢emo koristiti za njihovo izrac¢unavanje, su:

e dw)/=f(w);

2. d [ f(a) do = f(o) das

3 / dF(z) = F(z) + C;

s /af(x)dx:a/f(x)dx, o€ R;

5. /(fl(x)+f2(x)+...+fn(x)) dx:/fl(x) d:r+/f2(x) dw+...+/fn(:r) da.

Osobina 1. sledi iz jednakosti / f(z) de = F(x) + C, odredivanjem izvoda i koriséenjem uslova

Osobina 2. je direktna posledica Osobine 1.
Osobina 3. je zadovoljena jer je

/dF(m) _ /F'(:@ do = /f(x) dr = F(z) + C.

Osobina 4. dokazuje se odredivanjem izvoda leve i desne strane jednakosti, pri ¢emu se dobijaju jednaki izrazi.
Osobina 5. dokazuje se kao Osobina 4.

Veoma je vazno uociti da se medu osobinama integrala (mozemo ih nazvati i pravilima integraljenja) nalaze
pravila za integral funkcije pomnozene konstantom, kao i za integral zbira, odnosno razlike funkcija. Medutim,
ne postoje pravila za integraciju (anti-diferenciranje) proizvoda, niti koliénika funkcija, kao ni pravilo za “integral
slozene funkcije”. Ovo je veoma vazna razlika u odnosu na postupak diferenciranja.

8.3 Tablica integrala

Na osnovu tablice izvoda, ili neposrednom proverom, dobija se tablica integrala. Lako je uociti da se u tablici
integrala ne nalaze integrali svih elementarnih funkcija, kao $to je bio slucaj sa tablicom izvoda; umesto toga, u
tablici integrala navedene su funkcije koje su izvodi elementarnih funkcija, Dakle, sadrzaj ove tablice se u sustini,
ne razlikuje od tablice izvodal
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x"+1
1 " dx = —1
/ac x n—|—1+C’ n #
d
2./—36:1n|ac\—f—07 x#0
x

w

. /sinx dx = —cosz + C,

4. /cosx dr =sinz + C}

d

5./ S —tga+C,  wto+km keZ;
cos* x 2
dx

6. —— = —ctgz +C, x#£kn, ke,
sin® z

7. /ezdas:e“'—i—C;

8./amdm:a——|—0, a>0, a#l;
Ina

dx 1 T
9. /m:garctga‘FO, Cl?éo,

= arcsin © + C, |z] < a;
a

10 /diz
' Va2 — 12
dx
.| —— =z +V22+a|+C, a € R;
| = —mle+ Vet vl

dx 1 r—a
12. — = —1 C 0.
/ar:Q—a2 2a n|ac—|—a|Jr ’ a7

11

Jos§ jednom naglasavamo da je diferenciranje jednostavno jer imamo na raspolaganju izvodne funkcije svih ele-
mentarnih funkcija (sadrzane u tablici izvoda), a uz to i pravila za diferenciranje zbira, razlike, proizvoda i koli¢nika
funkcija, kao i za izvod slozene funkcije. To, prakti¢no, zna¢i da imamo na raspolaganju jasno pravilo za difer-
enciranje svih funkcija, jer sve nastaju primenom navedenih operacija i/ili kompozicije, polazeéi od elementarnih
funkcija. Kada je re¢ o anti-diferenciranju (odredivanju neodredenog integrala), stvari su znac¢ajno slozenije upravo
zato §to nemamo na raspolaganju pravila za integraciju proizvoda i koli¢nika, ni slozene funkcije, a ni integrale svih
elementarnih funkcija. Zbog toga ¢e nam trebati mnogo vise ideja i pojedinacnih preporuka za reSavanje integrala.

Neke integrale je, ipak, relativno lako izracunati, i to samo na osnovu do sad navedenog - tablice i osobina
integrala, uz pogodnu transformaciju podintegralne funkcije. Slede¢i primer ilustruje jedan takav integral.

x? cos2 x - sin

1 2 2
Primer 8.1. Izracunats / ((1 - =)z + cosscz> dz.
T

ResSenje: Zax #0 i x#k-m, k€ Zje

1 2cos 2z
1— =) /zvr+ ——— | da
/<( xz) Ve coszx~sin2m)

1 2(cos? x — sin® x)
1/ dr — | — -1/ d d
/ o/ de /m2 e x—!—/ cos? z - sin? v
3 _s dz dx
= zidr— [ 271 de+2 —— — 2 5
sin” cos?zx

4 4
= ?xv‘lx?’—f— %—QCtgx—thx+C.
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8.4 Integracija pomocu smene

Integrale koji se ne nalaze u tablici potrebno je, pri reSavanju, svesti na tabli¢cne. Za to je, u nekim slucajevima,
dovoljna pogodna transformacija podintegralne funkcije i primena osnovnih pravila integracije (osobina integrala),
ali u najve¢em broju slucajeva neophodno je primeniti i jedan od dva osnovna metoda integracije - metod smene
promenljivih i metod parcijalne integracije.

Postupak integracije pomoc¢u smene opisuje slede¢a teorema, koju navodimo bez dokaza:

Teorema 8.1. Neka je ¢(t) funkcija koja na nekom intervalu realne ose ima neprekidan prvi izvod i neka je na
tom intervalu ¢'(t) # 0. Tada, ako je x = ¢(t), na posmatranom intervalu vazi

[ @ s = [ o) -0 ar

Pretpostavka da je ¢'(t) neprekidna funkeija, razli¢ita od nule, obezbeduje da je ¢'(t) stalnog znaka, odnosno da
je ¢(t) monotona. To, opet znaci da postoji funkcija inverzna funkeiji ¢(¢), odnosno da se moze izraziti t = (b_l(x).
Ovo omogucava jednoznac¢no uvodenje, ali i “vra¢anje” smene pri reSavanju integrala.

Naveséemo tri primera kojima ilustrujemo postupak uvodenja smene pri reSavanju neodredenog integrala.

Primer 8.2. Odrediti /tg x dx.

Resenje: U nekim sluc¢ajevima, a ovo je jedan od njih, pogodnije je smenu izraziti u obliku t = ¢(x):

sinx cosr = t
/tgxdx /cosx du { —sinzdxr = dt }

dt
T T
= —lIn|cosz|+C, za xe(—§+k7r, §+k77), keZ
2x
Primer 8.3. Izracunati / dx.
1+e®

Resenje: Uvodenjem smene

dobijamo da je

e t t+1-1
de = —dt = dt = [ dt—
/1+er v /t+1 / trl / /t+1

= t—Int+1|+C = e —In(e"+1)+C.

Primer 8.4. Odrediti / Va2 — 22 dx.

Resenje: Ovaj integral se moze resiti na nekoliko nac¢ina. Jedan od dobrih nacina je uvodenje smene koja
mozda nije sasvim oc¢igledan izbor, ali je veoma pogodna za ovaj integral:

7 2 . T asint 9 2
/\/a r?dxr = { d acost dt } a /cos tdt

2t = m
/(1+Cos2t)dt {th _ dm}

2 2 2
/dt + %/cosmdm = a—tJraZSithJrC

2

arcsmf + va?—ax2+C, |z] < a,

SRS ESEIE e
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gde je uzeto u obzir da je
14 cos2t

2

/ 2
sin2t = 2sint cost = 2sint 1—sin2t:2E 1—%.
a a

8.5 Parcijalna integracija

cos’t =

Parcijalna integracija je drugi osnovni metod za svodenje netabli¢nih integrala na tablicne. Nagcin njegove primene
opisan je slede¢om teoremom:

Teorema 8.2. Neka su funkcije u(x) i v(x) diferencijabilne na intervalu (a,b). Tada na posmatranom intervalu
vazi formula za parcijalnu integraciju

/u(;v) (@) da = ulz) - v(z) — /v(x) () da. (8)

Dokaz: S obzirom da je

Ja@ @y de = [ )o@+ i) - vie) do
= /u(m) ' (z) dr + /u’(m) v(z) dz
= wu(z)- v(x).
Tada je

/ u(z) V' (z) de = u(z) - v(z) — / o (z) - v(z) da.

Integraciona konstanta sadrzana je u neodredenom integralu sa desne strane jednakosti, pa nije navedena eksplic-
g g
itno.)

Kako je v'(z) dz = dv i v/'(z) dz = du, formula (8) se ¢esto zapisuje u kra¢em obliku

/u'dv:um—/v.du.

Slede¢im primerom ilustrujemo primenu formule za parcijalnu integraciju:
Primer 8.5. Odrediti /lnx dx.

ResSenje: Za xz > 0 je

nzde — u=Inzx , dv=dzx
var = du=4% | yv=zg

x

= x-lnx—/dm = z-(Inz—-1)+C.

Ocigledno, primena metoda parcijalne integracije podrazumeva da se, umesto datog integrala, reSe druga dva
(v=[dv i [v-du). U izboru na¢ina dekompozicije date podintegralne funkcije (na funkcije u(z) i dv(zx))
rukovodimo se time da novi zadatak bude jednostavniji od polaznog.

Medu integralima koji se resavaju parcijalnom integracijom su i integrali oblika
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1. /Qm(x) sin Bz dz ili /Pn(x) cos Bz dx;
2. /Pn(x) e dx;

3. /eo‘”j sin Bz dx ili /eo‘JB cos Bz dx.

U slucajevima 1. i 2., gde je jedan faktor podintegralne funkcije polinom, uzima se da je taj polinom funkcija
u 1 uvek se radi onoliko uzastopnih parcijalnih integracija koliki je stepen polinoma. U sluc¢aju 3. svejedno je koja
¢e funkcija biti uzeta za u, a koja kao deo dv, u parcijalnoj integraciji. Kod reSavanja ovih integrala uvek se rade
dve uzastopne parcijalne integracije.

Primer 8.6. Izracunati /(x +1) cos2x dx.

Resenje: Polinom koji se pojavljuje kao deo podintegralne funkcije je prvog stepena, pa je dovoljna jedna
parcijalna integracija za resavanje ovog integrala.

u=x+1 , dv=cos2zdx
/(g;+1) cos 2z dx {duzdw , v:%gin%ﬂ }
z+1 | 9 1 in2x d
= sin2z — = [ sin2x dx
2 2
1 1
- m; sin2z + - cos2z + C.

Primer 8.7. Izracunati /e2z sin 3z dz.

Resenje: Kod ovog tipa integrala je svejedno kako ¢emo izabrati funkcije w i dv. U svakom slu¢aju ocekujemo
dve parcijalne integracije.

_ 2z s
I_/e sin 3z dx du=2e>*dx , v=—1% cos3z

{ u=e>* , dv=sin3z dx }
3

= —% e cos?)x—f—; /62”” cos 3z dx

{ u=e* , dv=cos3zx dx }
1
3

du=2-e**dr v:%'siniix

@

2 4
2 (g sin 3z — cos 3x) — g /62“’ sin 3zdz.

Odatle je

Ju—
w
—_

2
— I = 3 e (3 sin 3z —cos?)x) ,

odnosno

1
I=43 e*™ (2 sin3z — 3 cos3z) + C.

8.6 Integracija racionalnih funkcija

Integral racionalne funkcije se uvek moze izraziti u kona¢nom obliku preko elementarnih funkcija (drugim recima,
uvek se moze resiti). Stavise, resavanje integrala algebarskih i transcendentnih funkcija najcesée se odgovarajuéim
smenama svodi na integraciju racionalnih funkcija. To znaéi i da je veoma vazno da nauCimo da integralimo
racionalne funkcije.

Racionalna funkcija je koli¢nik dva polinoma. Ukoliko je stepen polinoma u brojiocu manji od stepena polinoma
u imeniocu, re¢ je o pravoj racionalnoj funkciji. Ako to nije slucaj, (neprava) racionalna funkcija se moze pred-
staviti u obliku zbira polinoma i prave racionalne funkcije. Prava racionalna funkcija se, dalje, moze predstaviti u
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obliku zbira parcijalnih razlomaka. Pri integraciji polinoma javljaju se samo tabli¢ni integrali, tako da se problem
integracije racionalne funkcije svodi na integraciju parcijalnih razlomaka, tj. razlomaka oblika

A . Ax + B

2
, — 49 <0,
@—af = @@tprrgr P TH

gde su A, B, a, p i q realni brojevi, a k je prirodan broj.

Dakle, izrac¢unavanje integrala oblika / R(z) dz, gde je R(zx) racionalna funkcija, se u opstem slucaju svodi

na izracunavanje jednog ili viSe integrala sledeéih oblika:

A
1./ dx, T # a,
T —a

2./(AdI7 k>2, T # a,

x —a)k

Az + B
3./#@, 2€R, dg—p® >0,
22 ¥ pr+q

Ax + B
4 [ —EETE gp zeR 4g—p? >0,
/(w2+px+q)k a-r

Pokazacemo na odgovarajuéim primerima kako se resavaju ovi integrali.

Primer 8.8. Izracunati

Resenje: Ova dva tipa integrala izrac¢unavaju se koriS¢enjem smene
t=x—a , dt=dz,
kojom se svode na tablicne. Tako dobijamo:

a)

5 dt
/ dz=5/—z51n|t|+0=51n|x—3|—|—0.
z—3 t

Koristili smo preporuc¢enu smenu x — 3 = t.

7 dt 7 72 7
/(2x—1)3d$_7'2 B3 2T aoieg ¢

U ovom slucaju je, sasvim intuitivno, pogodna smena 2z — 1 = ¢, nakon Cega treba obratiti paznju da je

2dx = dt, odnosno dx = %dt.

b)

Naveséemo, dalje, tri karakteristicna primera kojim se ilustruje treéi gore navedeni tip integrala:

Primer 8.9. Izracunati
dx
%) / 2441’
20+ 1
b .
) / 24+x+1 dz;

)/ rz+5
c
;1:2+:L’+1
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ResSenje: Za tredi tip integrala parcijalnih razlomaka, kom pripadaju sva tri navedena primera, karakteristi¢no
je da se u imeniocu nalazi kvadratni trinom koji nema realnih nula (dakle, koji ne mozemo faktorisati nad skupom
realnih brojeva), a da je uz to taj kvadratni trinom stepenovan na prvi stepen.

a) U ovom slucaju, kada je brojilac racionalne podintegralne funkcije jednak jedinici, kvadratni trinom se svodi
na tzv. kanonicki oblik - predstavlja se kao zbir potpunog kvadrata binoma i neke konstante:

?+r+1l= sr:+1 2—|r§
B 2 4’

a zatim se binom zamenjuje novom promenljivom:

Sada je

/ dx _
24+r+1

Koristili smo tabli¢ni integral /

/ dx _/ dt
@rpie: S

2v3
i arctg — + C' = —— arctg

dx
a? 4 x2

dx = dt.

4

2 243 2x + 1

+C.
V3

3 V3 3
V3

1
:farctgf—#C’, za a =
a a

b) U ovom, veoma zgodnom, slu¢aju uo¢avamo da je polinom-brojilac izvod kvadratnog trinoma (polinoma)-
imenioca. To znac¢i da ¢emo integral lako resiti uvodenjem smene

xz—l—x—i—l:t,

Vazi da je

(2 + 1)dx = dt.

2 1 dt
/Qxi—i_dx:/—zln\t|+C:1n|x2+x+l\+C.
ri+x+1 t

c¢) Ovaj slucaj je najopstiji, a ideja je da ga svedemo na zbir sluc¢ajeva koje smo uspesno resili u zadacima pod

(a) i (b).

Cilj nam je da linearni polinom u brojiocu prikazemo kao zbir linearnog polinoma koji je izvod

trinoma u imeniocu, i konstante. Tako dobijamo dva integrala od kojih je jedan oblika kao pod (a), a drugi

oblika kao pod (b).

U ovom zadatku je izvod trinoma u imeniocu jednak (2% + z + 1)’ = 2z + 1, pa se moze napisati da je

1 9
x+5:§(2x+10): 2(2$C+1+9)= 2(2:c+1)+

a onda je

/ x+5
Qidx =
4+ ax+1

Cetvrti gore navedeni tip integrala parcijalnih razlomaka se resava tako §to se integral /

pogodnim postupkom svodi na integral oblika /

dx
(22 + px + g)— 1

reSavanje integrala /

1 1
2 b

l/ 2z +1 dr + g/ dz

2 ) 2?2+z+1 2) 22+z+1

1 2 2 1
§1n|x2+x+1\+g- \?)/garctg m\/—g +C.

Arx+ B

(22 + px + q)k
dx

———— . a reSavanje ovog integrala se zatim svodi na
@+ pr+ q)F 1% ovos e

Ponavljanjem istog postupka (i snizavanjem eksponenta k kvardratnog

trinoma u imeniocu) dolazi se do integrala u kom je k = 1, a koji smo opisali u prethodnom primeru pod (a).

Ovaj postupak ilustrova¢emo primerom u kom je k = 2. Postupak za veée vrednosti k se ni u ¢emu sustinski
ne razlikuje, jedino je duzi, zbog ponavljanja koraka.
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Primer 8.10. Izracunati / d7x2
(@2 +2+1)

Resenje: I u ovom sluc¢aju svodimo kvadratni trinom na kanonic¢ku formu, a zatim i uvodimo smenu za dobijeni
binom. Dakle, ovde ¢emo (opet) koristiti da je
2 1\* 3 . 1
r+r+1= x+§ +Z’ a zatim m+§:t, dx = dt.

Tada je
/ dx _/ dx
(a2 +a+1)2 ((@+1)2+3)°
3
= / 2dt32:é/ 2132dt
(t2+3) 3 #2+3)
JS EPE RS S
RN R I e R

/ dt _é/ t-t gt
2+3 5 ) @

Prvi od ova dva integrala je tabli¢ni, a drugi mozemo resiti primenjujuéi parcijalnu integraciju, uzimajuéi da je

4
3
4
3

t
u=t P dvzmdt,
odakle je
du = dt,
1 NI t2+3 = s
v= 5/2t(t+1) di = { oGdt = ds
1 [ 1
= 5/5 ds—g
_ -1
2(t2 + 3)
Sada je
t2 t 1 dt
SoEse = o T 2 3"
(t2+ 1) 2(t2 4 5) 2 ) 2+
Konacno,
/ dz _4/6”_4<—f+1/dt)
(22 + x4 1)2 3 e2+3 3 \2(2+3) 2 ) 243
4t +g/ dt
3282+ 3 ) 2+
2 z+3 2 23 2¢ 41
= = — - t C.
3 tasl) 3 3 MW gt

Slede¢im primerom ilustrujemo ceo postupak resavanja integrala racionalne funkcije.

5 3 1
Primer 8.11. Izméunati/w dx.
z? (22 +1)

Resenje: Da bismo izracunali integral
/ P+ +1
———— dz,
x? (22 +1)

AR



predstavimo, prvo, podintegralnu (nepravu racionalnu) funkeiju u obliku zbira polinoma i prave racionalne funkeije:
o+ 23 +1 1
. N —
x? (22 +1) x? (22 +1)
Rastavimo, dalje, pravu racionalnu funkciju na zbir parcijalnih razlomaka:

1 A B Cz+D

z? (22 + 1) =z t=T 241"
MnoZenjem prethodne jednakosti sa 22 (22 + 1), dobijamo
1=(A+C)2*+(B+D)2*+A-2+ B,

odakle, izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x, sledi sistem jednacina

A+C = 0
B+D = 0
A =0
B 1

)
¢ijim resavanjem i uvrStavanjem dobijenih vrednosti za A, B, C'i D dobijamo da je
11 1
22 (22 +1) 22 2241
Do istog rezultata moze se doéi i brze, ako uoc¢imo da je

1 1+ 2% — 22 1+ a2 x?

2(1‘2+1): $2($2+1) _$2(£2+1)_.’II2 (.’132+1)

/mdx _ /( 1 >dm
x? (22 +1) 22 2241

x?

2

1
— — —arctgx + C.
x

Tada je za x # 0

8.7 Integrali nekih iracionalnih funkcija

Za integraciju iracionalnih funkcija ne postoji jedno univerzalno pravilo, kao $to je slucaj kod integrala racionalnih
funkcija. Preporuka za resavanje ovakvih funkcija daje se u formi pogodnih smena za pojedine tipove podintegralnih
funkcija. Mi ¢emo ovde ilustrovati samo neke slucajeve.

1. Integral oblika / (@) dz, gde je P,(x) polinom n-tog stepena po x.
Vax? +bxr+c

Za resavanje ovog integrala moze se primeniti formula

/— z = Qn-1( \/ax2+bx+c+)\/
var? 4+ br +c \/ax2+bx+c

gde je Q,—1(x) polinom po x stepena (n — 1) ¢ije koeficijente treba odrediti, a A € R neodredena konstanta.

Da bismo odredili koeficijente polinoma @,,_1, kao i nepoznatu konstantu A, izracuna¢emo izvod leve i desne
strane u prethodnoj jednakosti. Time dobijamo

Py (z) / N/ w—— (2az +b) Qn-1(z) A
—t  =Q _(z) Vax?+br+c+ + )
Vax? +bx+c @ () 2vVax? +bx + ¢ Var? +br + ¢

MnoZenjem jednakosti sa vax? + bz + ¢, dalje je

Pu(z) = Q1 (2) (az® + bz + ¢) + (az + )Qn 1(z) + A

A0



Sa obe strane znaka jednakosti su polinomi po x stepena n; iz uslova njihove jednakosti sledi jednakost
koeficijenata uz odgovarajuce stepene od x. ReSavanjem sistema od n + 1 linearnih jednac¢ina sa n + 1
nepoznatih dobijamo nepoznate koeficijente polinoma @,,—1(x), kao i konstantu A.

Primer 8.12. Izracunati / Va2 +z+1de.
Resenje: Integral [ V22 + 2+ 1dz se moze resiti prethodno opisanom metodom, jer je:

2
/~/x2+x+1d:17: wdw
vz +r+1

a dalje je

2 +zr+1
=(Az+ B) Va?+az+1 +)\/
Valtr+1 \/x2+x+

Izjednacavanjem izvoda leve i desne strane prethodne jednakosti, dobijamo

2 1 Ax+B) 2z +1 1
rErE 4 x2+x+1+(x+ ) Qo+ 1) A

vz +ax+1 2-vVal+az+1 Viitz+l

odnosno

20 420 +2=2A- (2> + o+ 1)+ (Az+ B) - (22 + 1) + 2),

odakle se, izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuée stepene od x, dobija sistem
4A =2, 3A+2B=2, 2A+B+2\=2,
Cije je reSenje
Tada je
z¢+x+1 1 dx
—dr = 204+ 1) Va2 +x+1+ = /
/\/132+I+1 4( ) 1/172<+,1,<i>
v: [—=—
\/(x+ %)2 +3

1 3 1
= Z(2:c+1) 1:2+:17+1+§ ln|x+§+\/x2+x+1|+0.

1
Z(2:c+1) z2+x+1

b\ b\ "
.Imegmlololika/R<x,(‘“H ) ,...,(“I+ ) >d:17, ad—be£0, r1,....r € Q.
C

x4+ d cx+d
Ako sa p ozna¢imo najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca eksponenata 71,73, - -+, 7, uvodenjem smene
axr+b _
cx+d

polazni integral se svodi na integral racionalne funkcije po t.

vr+142

——dx.
r+1—+vVr+1

Primer 8.13. Izracunati /

ResSenje: Za x> —1 je

ve+l =t
vV 2
/ zH1+ der = z+1 = ¢2
+l-Vo+l de = 2tdt

t 2 t+ 2
= 2/ tg+ — /Ldt

t—1+4+3 dt

= 2vVaz+146hnjve+1-1/+C.

20



o —1
Primer 8.14. Izracunati / x dz.
T+ 2

Resenje: U ovom slucaju, smena je, za x € (—oo, —2) U [1, 00),

/x—l_t Lozl e 2P +1 L gy Otdt
T+2 T+2 T e T a—e)e2
r—1 tdt

dr =6 [t ——s—
/\/x—I—Z * 6/ 1-)2°

Sada je

tdt
a ovaj integral se moze res$iti parcijalnom integracijom, uzimajuéi da je u =t i da je dv = m Tada je
. tdt 1 .
du=dt i v:/(l—tQ)Q = 21— ¢2)’ pa je

-1 3t dt 3 3 t—1
N dr = N T P
/ c+2 T 1o /1fﬁ e 2 ir

; x—1
zZa =4/ .
T+ 2

8.8 Integrali trigonometrijskih funkcija

Obrati¢emo paznju samo na jednu manju grupu integrala trigonometrijskih funkcija.

Ovakav integral, u kom je podintegralna funkcija racionalna funkcija koja zavisi od sin x i cos x, moze se opstom
trigonometrijskom smenom

t:tgg, 2k —1)-m<z<@k+1)-7, keZ

svesti na integral racionalne funkcije po t. Kako je tada

r = 2arctgt,
2 dt
de = —
v 142’
. 2t
SN T = —
142’
1—t¢2
COS T = —
142’

uvodenjem ove smene dobijamo da je

, 2t 1—¢*\ 2dt
/R(smx,cosw) dwz/R(1+t2, 1+t2) Tie :/Rl(t) dt,

gde je Rj(t) racionalna funkcija po ¢.

Prethodne formule veze mogu se izvesti koristeé¢i da je :

x x sin § 0 T 9T
siny = 2sin — cos — = 2 = s“— =2t cos® —
2 2 Cos 5 2
2z
x T x sin“ £ T x 1
1=cos®= 4+sin?= =cos?= |1 2 ) =cos? = (1+1¢2 = 0052727,
2+ 2 2 +cos2% 2( +t) 2 14¢2
i konacno !
sinx = 2t .
1+1¢2

71



Kako je

o T o T 2 1— ¢t
T2t 1= 1=
9~ %% 142 11—

2 X .
COS T = COS 5~ sin

navedene veze su dokazane.

dzx

Primer 8.15. Izracunati / _
2+ cosx

Resenje: Ovaj integral se moze resiti uvodenjem opste trigonometrijske smene:

tgs =t
2+ cosx R
cosr = %
dt 2 t 2v/3 tg Z
= 2 — = arctg—=+C = L= arctg =2 +C.
/3+t2 V3 B 3 MR

8.8.1 Specijalni sluc¢ajevi integrala oblika /R(sin x,cosx) dz

S obzirom da se uvodenjem opste trigonometrijske smene ¢esto dobijaju glomazne podintegralne racionalne funkcije,
preporucljivo je izabrati drugaciji nacin reSavanja, kada za to postoji moguénost. Navesc¢emo specijalne slucajeve
integrala navedenog oblika koji se, zahvaljuju¢i odredenim uslovima koje zadovoljavaju, mogu lakse resiti uvodenjem
nekih drugih smena.

1. Integral oblika [ R(sinz) cosz dx se smenom t = sinz, dt = cosz dz svodi na integral racionalne
funkcije po t.

Primer 8.16. Izracunati /ctgﬂc dx.

Ccos T
/ctg T dr = / —dzx ,
sinx

ovaj integral se moze resiti uvodenjem smene

Resenje: S obzirom da je

t=sinzx, dt=coszdx.

Imamo &
/ctgxd:v = /7 = In|t|+C = In|sinz|+C .
2. Integral oblika [ R(cosz)sinx dx se smenom ¢t = cosz, dt = —sinx dx svodi na integral racionalne funkcije
po t.
Primer 8.17. Izracunati /& dx.
(1 —cosz)?

Resenje: Integral
/ sinx d
——dx
(1 —cosx)?

t=cosxz, dt= —sinxdz.

mozemo reSiti smenom

Tako dobijamo da je

sinz dt 1 1
7(1 = — = — = —_——— .
/(1—cosac)2 “ /(1—t)2 1—t+c cosx—1+c




3. Integral oblika /R(tg x) dx se smenom t = tg x (z = arctg t, dz = 1_”5;2) svodi na integral racionalne

funkcije po t.

1+tgx

Primer 8.18. Izracunati / - dx.
sin 2x
Primer: Za resavanje integrala
/ 1+tga
—— dx
sin 2x
primeni¢emo smenu
dx
t=tgx, dt= 5
cos? x
Tada je, za z € (0, ),
1+tgx 1+tgax dz
sin 2z 2 sinz  cog2
cos T
1 14+t 1 1
= Z —dt = = Inlt —t+C
2 / ¢ g i+ gt
1
= ln\/tgq:—i—i tg x + C.
Koriséeno je da je sin2x = 2 sinx cosx 8T _ o BT o2,
cos T cosx
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9 Odredeni integral

Pojam odredenog integrala je veoma znacajan u okviru Matematicke analize, a s obzirom da se dovodi u vezu sa
velikim brojem geometrijskih svojstava objekata i da se koristi pri definisanju velikog broja fizickih veli¢ina, njegov
znacaj je utoliko veéi. Na$ osnovni cilj je da razumemo osnovnu ideju koja se ovde pojavljuje - kako da (pod
odgovarajuéim uslovima) saberemo beskona¢no mnogo sabiraka koji predstavljaju vrednosti neprekidne funkcije
na nekom intervalu.

Veoma je znacajno i to Sto ¢emo objasniti i vezu izmedu odredenog i neodredenog integrala funkcije - dva sasvim
razli¢ita pojma koja povezuje Fundamentalna teorema integralnog ra¢una, poznata Njutn-Lajbnicova formula.

Napominjemo i da ¢emo, u okviru kursa iz Matematicke analize 2, definisati nekoliko razli¢itih uopstenja
odredenog integrala, za koje ¢emo takode navesti veliki broj primena. U tom smislu, dobro razumevanje odredenog
integrala je od izuzetnog znacaja.

9.1 Aproksimiranje povrsine - korak ka geometrijskoj interpretaciji odredenog inte-
grala

Problem izrac¢unavanja povrsine oblasti koja je ograni¢ena nekim opstim krivama obezbeduje primer za intuitivno
razumevanje odredenog integrala, oslanjaju¢i se na njegovu geometrijsku interpretaciju. Dakle, slicno kao $to
smo pojam izvoda definisali polazeéi od problema odredivanja tangente na krivu, odnosno nagiba funkcije, ovde
koristimo ideju o na¢inu izracunavanja povrsine ispod date krive, na nekom posmatranom intervalu, da bismo uveli
pojam odredenog integrala.

Posmatrajmo funkciju f(x) = 2 + 1 na intervalu [0,2]. Zelimo da odredimo povrsinu oblasti koja se, na pos-
matranom intervalu, nalazi izmedu z-ose i grafika ove funkcije. Povrsina koju odredujemo prikazana je na Slici 27.

0. 0.5 1. 1.5 2

Slika 27: Funkcija f(z) = 2® 4+ 1 na intervalu [0,2]. Oznacena je povriina koju zelimo da odredimo.

U ovom trenutku ne znamo kako da izra¢unamo trazenu povrsinu. Znamo da ra¢unamo povrsine nekih mno-
gouglova, kruga i njegovih delova, ali povrsina koju trazimo ogranicena je sa jedne strane (proizvoljnom) krivom,
Sto je vrsta problema za koju (jo$) ne znamo odgovarajuée formule. Za pocetak, zadovolji¢emo se aproksimacijom.

Prvo sto bismo mogli da uradimo je da izracunamo vrednosti funkcije u nekim karakteristiénim tackama.
Uocavamo da je f(0) =1, f(1) =21 f(2) = 5. Mogli bismo da zaklju¢imo da je trazena povrsina priblizno jednaka
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povrsini pravougaonika ¢ije su stranice Sirina intervala, 2 — 0 =21 f(2) = 5, ali je jasno da je ova aproksimacija,
P =~ 2.5 = 10, prilicno losa. Nije mnogo bolja ni ona za koju bismo koristili pravougaonik sa stranicama 2 i
f(1) =1, prema kojoj je P ~ 2-1 = 2. Prva aproksimacija je dala preveliku vrednost, a druga premalu. Dalje,
mogli bismo da pokusamo sa vrednostima 2 i f(1) = 2, gde bismo za aproksimaciju koristili pravougaonik koji je
jednim delom ve¢i (opisan, nadskup), a jednim delom manji (upisan, podskup) od trazene oblasti. Ta aproksimacija
bi bila P =~ 2-2 =4, i ¢ini nam se da je do sada najbolja.

Uoc¢imo da smo nepoznatu povrsinu aproksimirali povrsinom pravougaonika, koju znamo da izra¢unamo. Ovo
nam se ¢ini kao jako dobra ideja, pa nameravamo da je i dalje koristimo, ali ¢emo pokusati da to uradimo na neki
bolji nacin.

Ukoliko bismo Zeleli da dalje poboljsamo tacnost aproksimacije (smanjimo gresku), mogli bismo mozda da
nastavimo da trazimo tacku iz intervala [0,2] u kojoj nam se ¢ini da je vrednost funkcije jos bolji izbor za stran-
icu pravougaonika koji koristimo pri aproksimaciji. Medutim, jasno je da to nije ba§ dobra ideja. Prvo, ne
znamo uvek pouzdano koja vrednost daje bolju, a koja loSiju aproksimaciju, a drugo - u ovom trenutku uopste
ne znamo da li takva tacka, u kojoj bi vrednost funkcije bila idealna stranica pravougaonika (tj. odgovarala bi
pravougaoniku povrsine jednake traZzenoj), uopste postoji. Intuitivno naslué¢ujemo da je odgovor potvrdan, i da
postoji pravougaonik jednake povrsine kao $to je i trazena povrsina ispod krive, i ¢ije su stranice duzina intervala
(2) i vrednost funkcije u dobro odabranoj tacki iz intervala. Ipak, tek kasnije éemo formulisati teoremu koja ovo i
garantuje.

Dakle, za poboljsanje preciznosti moramo da uradimo nesto drugo.

Ideja je da podelimo posmatranu oblast na delove, deleéi interval [0,2], i da sa svakim od delova ponovimo
postupak opisan za ceo polazni interval. Recimo da odredimo ¢etiri jednaka podintervala polaznog intervala [0,2],
i da sad posmatramo intervale

[0,0.5], [0.5,1], [1,1.5], [1.5,2].

Situacija koju imamo prikazana je na Slici 28, u zavisnosti od toga u kojim tackama koristimo vrednost funkcije
za, stranicu aproksimirajuéeg pravougaonika.

4f af af /

ik 3k 3k /

2k P 2k — //é

. 1 1 ——

0 x 0 x 0 . . . . x
0 0.5 1. 1.5 2. 1] 0.5 1. 1.5 2. 1] 0.5 1. 1.5 2.

Slika 28: Funkcija f(z) =2%+1 na intervalu [0,2]. Aproksimacija povrsine ispod krive pomoéu Cetiri

pravougaonika.

Pribliznu vrednost trazene povrsine, u svakom od prikazanih sluc¢ajeva, izra¢unavamo kao zbir povrsina pravougaonika:

1 1
P4 — _. _ _ . 1 — . — — . 2
y = 5 [ g f) 5 f(+5
1 5 1 1 13 1
= .2 42940 -.242.5=5.
5 4+2 +2 4+2 5=25.75
1 1 1 1 3
pi = . — . f(= — 1 — —
P o= S IO fG) 5 f) 5 1)
1 1 5 1 1 13
= 142424 -.2_3
gttty 2ty =30
1 1 1 3 1 5 1 7
P4 — . _. — — . — — - —
L A D5 O 5 G
1 1
_ 117 125 14 1.6 .
2 6 2 16 2 1 2 16

rd=S



P; oznacava sumu povrsina (“gornjih”) 4 pravougaonika koji sadrze datu oblast, i gde su vrednosti funkcije
koje odreduju stranicu aproksimirajuceg pravougaonika rac¢unate uvek u tacki podintervala u kojoj je funkcija
maksimalna (u ovom slucaju to je uvek desna granica podintervala). Pf, analogno, oznacCava sumu povrsina
(“donjih”) 4 pravougaonika, a koris¢ene vrednosti funkcija su minimalne na svakom podintervalu (ra¢unate su u
levoj granici svakog podintervala). P? odgovara sumi povrsina “srednjih” pravougaonika, gde se vrednosti funkcije
izracunavaju u sredisnjoj tacki svakog od 4 podintervala.

Dolazimo do nekoliko zakljucaka:

e Postoji znacajno manja razlika izmedu dobijenih aproksimacija za razli¢ite izbore tacaka u kojima racunamo
f, nego za situaciju kada nismo delili interval na podintervale (sada su to vrednosti P;} =3.751 P; = 5.75
kao najmanja i najveca aproksimacija, a u prethodnom slu¢aju su to bile vrednosti Pd1 =21 Pg1 = 10).

e Na osnovu prikazanih slika, vidimo da je vrednost P; veca od trazene povrsine, a da je Pa‘ll manja od trazene
povrsine. Za vrednost P} ne mozemo tvrditi ni jedno ni drugo, ali je intuitivno ova vrednost najbolja
aproksimacija. Ovo je neposredna posledica ¢injenice da su vrednosti funkcije u prvom sluc¢aju vece od svih
iz odgovarajuéeg podintervala nad kojim se koriste za odredivanje pravougaonika, u drugom su manje od

svih, a u tre¢em su negde izmedu najmanje i najvece na intervalu.

e Jasno je da nismo morali koristiti ni vrednosti funkcije u desnoj, ni vrednosti funkcije u levoj granici podin-
tervala, kao ni vrednosti u sredini intervala; mogli smo izabrati proizvoljnu tacku iz svakog od podintervala i
izracunati vrednost funkcije u njoj, a zatim i povrsinu odgovarajuceg pravougaonika.

e Koristili smo jednake podintervale, ali je prilicno jasno da nisu morali biti takvi; deobne tacke smo mogli i
proizvoljno izabrati.

I konacno, jasno je i da ¢emo, ponavljajuéi postupak i dalje deleé¢i interval na sitnije podintervale, dobiti jos
bolju aproksimaciju trazene povrsine. Za slucaj sa osam podintervala, odgovarajucée tri situacije su prikazane na
Slici 29.
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Slika 29: Funkcija f(z) =2%+1 na intervalu [0,2].  Aproksimacija povrsine ispod krive pomoéu osam
pravougaonika.

Izra¢unavajuéi zbir povrsina pravougaonika u svakom od tri slu¢aja prikazana na Slici 29 na isti na¢in kao
malopre, dobijamo:
P} =51875,  Pj=4.1875, P} =4.65625.

Dakle, medusobna odstupanja dobijenih aproksimacija su jo§ manja, pa oc¢ekujemo i da je ta¢nost aproksimacije
veéa (opet znamo da je taéna vrednost trazene povrsine sigurno izmedu vrednosti P§ = 4.1875 i Pj = 5.1875, jer
sadrzi prvu, a sadrzana je u drugoj). Jasno nam je da daljom podelom intervala i poveéanjem broja aproksimi-
rajué¢ih pravougaonika (koji, opet, postaju sve uzi), mozemo dalje povecati tacnost aproksimacije. Prakti¢no,
sve se svodi na sabiranje dovoljno mnogo sabiraka - povrsina pravougaonika koji sve bolje aproksimiraju trazenu
povrsinu na podintervalima. Problem koji, ipak, sve vreme postoji je - svaki pravougaonik uvek odstupa od tacne
povrsine, jer on na podintervalu na kom ga posmatramo stvarnu funkciju koja se neprekidno menja zamenjuje
konstantnom funkcijom na tom podintervalu. Ideja koja se ovde ve¢ nekako pomalja je: ukoliko bismo formirali
beskona¢no mnogo sabiraka, koji bi odgovarali pravougaonicima beskona¢no male stranice (beskona¢no uskim), po
svemu sudeci bismo dobili ta¢nu vrednost povrsine!
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Ovu odli¢nu ideju ¢emo u narednom delu fomalizovati, i time ¢emo definisati pojam odredenog integrala funkcije.

1 R
Radi poredenja, naves¢emo i da je tacna vrednost trazene povrsine P = 3= 4.6. Uskoro ¢emo znati i da je

izra¢unamo.

9.2 Definicija odredenog integrala. Geometrijska interpretacija.
Uopsti¢emo postupak kojim smo aproksimirali povrsinu izmedu grafika funkcije y = f(x) i z-ose, na nekom intervalu
[a, b] koji je deo domena posmatrane funkcije.

Posmatrajmo funkciju y = f(z), definisanu i ograni¢enu na zatvorenom intervalu [a, b] realne ose. Podelimo
interval [a, b] na n delova skupom tacaka D, gde je

D = {a = zg, 21,2, ., Ti—1,Tiy...,Tn = b},
Ti1 < x , 1=12....n
AIL‘Z’ = X —Ti—-1 -

U intervalu [z;_1, x;] izaberimo proizvoljnu tacku z} i odredimo vrednost funkcije f(z}) u svakoj od ovako izabranih
tacaka. Ovim smo odredili stranice odgovarajuéih n aproksimirajuéih pravougaonika; one su jednake Ax; i f(x}).
Tlustracija je prikazana na Slici 30.
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Slika 30: Aproksimacija povrsine ispod grafika funkcije i iznad z-ose, na intervalu [a, b], pomoéu n pravougaonika.

Povrsina izmedu grafika funkcije y = f(x) i a-ose na intervalu [a,b] moze se aproksimirati zbirom povrsina

pravougaonika:
n

I(D)=>_ f(x})- Aw; .
i=1
I(D) se naziva integralna ili Rimanova suma za funkciju f(z) u intervalu [a, b]. Rimanova suma zavisi od izbora i
broja deobnih tacaka intervala, odnosno od skupa D, kao i od izbora tacaka z;. U ovo smo se uverili posmatrajuéi
primer iz prethodnog odeljka, kada smo razli¢ito birali skup D, i tacke x7, i dobijali razlic¢ite vrednosti (Pf, P;,
P, PS, Pgs, P?) kao aproksimacije trazene povrsine.
Kao §to smo veé¢ najavili, zanima nas situacija kad se broj elemenata skupa D (odnosno broj podintervala,

a samim tim i pravougaonika), neograni¢eno poveca, i to tako da se Sirina svakog podintervala (pravougaonika)
neogranic¢eno smanjuje. O njoj govori sledec¢a definicija - definicija odredenog integrala:

Definicija 9.1. Ako postoji granicéna vrednost sume I(D) kada maksimalno Ax; teZi nuli, nezavisna od podele
D i nadina izbora tacke x¥ iz intervala [x;—1,x;], tada kaZemo da funkcija f(x) ima odredeni integral, #j. da je
integrabilna u Rimanovom smislu, ¢ pisemo

n b
lim Zf(xf)Aml:/ f(z) dx .
i=1 a

max Ax; —0
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Vrednost a naziva se donja, a b gornja granica integracije.

Uocavamo da su i naziv i oznaka upravo definisanog pojma, pojma odredenog integrala, veoma sli¢ni sa ranije
uvedenim pojmom neodredenog integrala. Ipak, sasvim je jasno da sli¢nost tu i prestaje. Dok je neodredeni integral
skup (svih primitivnih) funkcija podintegralne funkcije, odredeni integral je broj - grani¢na vrednost niza integralnih
suma podintegralne funkcije. Ova dva pojma ¢e, medutim, biti dovedena u vezu jednim od najznacajnijih rezultata
Matematicke analize.

Na osnovu svega do sad izlozenog, mozemo formulisati i zaklju¢ak o geometrijskoj interpretaciji odredenog
integrala:
Odredeni integral nenegativne funkcije y = f(x) na intervalu [a, b] geometrijski predstavlja meru povrsine izmedu
grafika funkcije i z-ose na posmatranom intervalu.

Ostaje jos jedno interesantno pitanje: pod kojim uslovima grani¢na vrednost niza integralnih suma date funkcije
postoji. Drugim re¢ima, pitanje je moze li se formulisati neki uslov koji obezbeduje da je data funkcija integrabilna
na posmatranom intervalu. U vezi sa tim, bez dokaza navodimo slede¢u teoremu:

Teorema 9.1. Ogranicena funkcija, sa konaéno mnogo tacaka prekida nad zatvorenim intervalom, je integrabilna
nad tim intervalom.

Uocimo da su ovim definisani i uslov koji interval integracije [a, b] treba da ispuni (da bude zatvoren, a to znagi
i konac¢an), kao i uslovi koje podintegralna funkcija treba da ispuni (da je ogranicena i sa kona¢no mnogo tacaka
prekida), da bismo mogli definisati (Rimanov) integral. Uskoro ¢emo se pozabaviti i pitanjem moze li se Rimanov
integral uopstiti i na slu¢ajeve (funkcije i/ili intervale) kada neki od navedenih uslova nije ispunjen.

9.3 Osobine odredenog integrala

Na osnovu definicije odredenog integrala, mozemo izvesti zakljucke o nekim njegovim osobinama. Navodimo ih bez
dokaza, a za njihovo razumevanje i intuitivno potvrdivanje ¢esto se mozemo osloniti na geometrijsku interpretaciju
integrala.

Osobine odredenog integrala su:

1. Ako su y = f(z) i y = g(z) integrabilne funkcije na [a,b], a A i B konstante, tada je

/ab(A-f(x)iB-g(x))dw:A/abf(x)dxiB/abgq;)dx

2. Ako je y = f(z) integrabilna funkcija na intervalu [a, b], tada je

/abf(x)dxz—/baf(a:)da:

3. Za proizvoljnu funkciju y = f(x) zadovoljeno je
IS

4. Ako je y = f(x) integrabilna funkcija nad intervalima [a, b], [a, ] 1 [b, ¢], tada je

Kﬂﬂ /f m+/f

7Q



. Ako je y = f(z) integrabilna funkcija nad intervalom [a,b], a m i M infimum, odnosno supremum te funkcije
nad [a, b], tada je

b
m-(b—a)g/ flx)de < M-(b—a).

. Ako je y = f(x) nenegativna, (odnosno nepozitivna) funkcija nad intervalom [a, b], onda je

/ab f(z)dx >0 (odnosno /ab f(z)dx <0).

. Akosuy = f(x) 1y = g(z) integrabilne funkcije nad [a, ] i ako je f(z) < g(x) nad istim intervalom, tada je i
b b
/ f(z) de < / g(x) dz .
a a

. Ako je y = f(x) integrabilna funkcija nad intervalom [a, b], onda je

/ab F(z) da

S/ablf(af)ldx-

Napomene u vezi sa navedenim osobinama:

1. Prva osobina je osobina linearnosti odredenog integrala. Posledica je Cinjenice da je integral definisan kao

grani¢na vrednost zbira, a i limes i zbir su linearne operacije.

. Druga osobina nam sugerie da redosled granica integracije odreduje smer kretanja duz intervala [a,b].
Cinjenica je da “donja” i “gornja” granica nisu definisane na osnovu veli¢ine (tj. donja granica moze biti
veda od gornje), ali da je znak prirastaja promenljive z (Az) odreden uvek u skladu sa kretanjem od donje ka
gornjoj granici (intervala) integracije. Dakle, kretanje sa leva na desno implicira da je Az > 0, a sa desna na
levo da je Az < 0. Promena redosleda granica integracije uzrokuje promenu znaka prirastaja Az, a samim
tim i promenu znaka integrala.

. S obzirom da je u navedenom slu¢aju povrsina izmedu krive i z-ose na posmatranom intervalu duzine 0
jednaka nuli, jasno je i da je integral jednak nuli.

. U ovom slucaju opet se mozemo osloniti na geometrijsku interpretaciju: povrsina izmedu krive i x-ose na
nekom intervalu moze se “razloziti” na dve (ili vise) povrsine nad disjunktnim podintervalima tog intervala.
Sliéno mozZemo rezonovati i ako o integralu razmisljamo kao o sumi (koju predstavimo kao dve “pod-sume”).

. Ova osobina nije nista drugo nego formalni zapis onoga §to smo prikazali u Odeljku 9.1, u prvoj iteraciji
aproksimacije povrsine: povrsina ispod krive nije manja od povrsine pravougaonika nad posmatranim inter-
valom, visine jednake minimumu funkcije, i nije ve¢a od povrsine pravougaonika nad posmatranim intervalom,
visine jednake maksimumu funkcije. Podsetimo se da je infimum funkcije najveée donje ogranicenje funkcije
na intervalu, a supremum je namanje gornje ograniCenje funkcije na tom intervalu. Ukoliko je funkcija
neprekidna, a interval zatvoren, infimum je jednak minimumu, a supremum maksimumu funkcije na tom
intervalu.
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6. Ova osobina ukazuje da je odredeni integral negativne funkcije - negativan (ili 0). To je jasno na osnovu
definicije, jer je svaki sabirak u Rimanovoj integralnoj sumi negativan, pa takva mora biti i grani¢na vrednost
(preciznije, ona ne moze biti pozitivna). Ovim isticemo i da smo geometrijsku interpretaciju odredenog
integrala (kao meru povrsine ispod krive) vezali za nenegativnu funkciju. Sada je jasno da integral negativne
funkcije ne odgovara meri povrsine, jer ova fizicka veli¢ina ne moze biti negativna. Ilustracija koja potvrduje
da se i u ovom slu¢aju, uz malo paznje, povrsina izmedu krive i z-ose moze racunati primenom odredenog
integrala prikazana je na Slici 31. Ovim pitanjem ¢emo se jo§ baviti u nastavku.

-1
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Slika 31: Aproksimacija povrsine izmedu grafika funkcije i z-ose, u slucaju kada je funkcija na posmatranom
intervalu negativna (levo) i u slu¢aju kada funkcija na posmatranom intervalu menja znak (desno).

7. Ova osobina tvrdi da je povrsina ispod grafika veée funkcije veéa nego povrsina ispod grafika manje funkcije,
na posmatranom intervalu, §to je, svakako, sasvim intuitivno.

8. Ako o integralu razmisljamo kao o zbiru, onda ova osobina tvrdi ono §to veé odavno znamo: apsolutna
vrednost zbira ne moze biti ve¢a od zbira apsolutnih vrednosti.
Naveséemo jos i sledeé¢e dve ¢injenice, koje trivijalno slede iz svega prethodnog, ali je dobro naglasiti ih:

o Za funkciju f(z) = ¢ za x € [a, b] (konstantna funkcija) je
b
/ cdr=c-(b—a).
a

e Ako je f integrabilna funkcija na intervalu [a, b], onda je

/abf(x)d:z:_/abf(t)dt.

Prva ¢injenica je posledica Osobine 5. Druga ¢injenica nas podsecéa da je promenljiva pod integralom “nevidljiva”
van njega, odnosno da je mozemo menjati kako god zelimo, ne uti¢uéi na vrednost integrala, sve dok ne menjamo
funkciju, i granice integracije.

9.3.1 Teorema o srednjoj vrednosti integrala

Naveséemo jo$ jednu posledicu Osobine 5, koja je iskazana sledeéom poznatom teoremom:

Teorema 9.2. (Teorema o srednjoj vrednosti integrala) Neka je y = f(x) integrabilna funkcija nad zatvorenim
intervalom [a,b], a m, odnosno M, njen infimum, odnosno supremum nad intervalom [a,b]. Tada postoji broj p,
m < u <M, takav da je

/abf(w)dw=u-(b—a)-

Da bi bila integrabilna, funkcija ne mora biti neprekidna. Medutim, ako jeste neprekidna, ona na zatvorenom
intervalu uzima sve vrednosti izmedu svog infimuma i supremuma, uklju¢ujuéi i njih. Tada postoji tacka c € [a, b]
takva da je f(c) = u, sa osobinama iz Teoreme o srednjoj vrednosti. To znaci da tada vazi tvrdenje:
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Teorema 9.3. Ako je y = f(x) neprekidna funkcija nad intervalom [a,b], tada postoji broj ¢, a < ¢ < b, takav da
je

b
/ f(z) dz = f(c) - (b—a) .

Dakle, ovim je potvrdeno da na intervalu [a, b] postoji tacka ¢ u kojoj vrednost funkcije f(c) predstavlja “idealnu”

visinu aproksimativnog pravougaonika, o ¢emu smo ve¢ nesto nagovestili u Odeljku 9.1. Vracajuéi se jos jednom
2

14

na zadatak odredivanja povrsine prikazane na Slici 27 (Odeljak 9.1), i koristeéi ¢injenicu da je / (% + 1)dx = 3
0

(8to jos uvek nismo sami izracunali, ali uskoro ¢emol!), Teoremu o srednjoj vrednosti mozemo ilustrativno primeniti

tako Sto Jvemo odrediti navedenu tacku ¢ € [0, 2] sa osobinom da je

/O(x2—|—1)da:=f(c)~(2—0), gdeje f(c)=c*+1.

Iz navedenog zaklju¢ujemo da je

14 1 14 4 2v/3
2 2
1 . = = = = ~ 1.1547 .
f(c)=c"+ 5 5 c 3 c 3 047
. . .. 2V3 14 . s s .
Dakle, pravougaonik sa stranicama 2 i 7‘(—3 )= 5 ima povrsinu jednaku povrsini ispod krive y = f(x) =

22 4+ 1.

9.4 Izracunavanje odredenog integrala

Pitanje koje se prirodno postavlja je kako se odredeni integral izracunava. Sada kada imamo definiciju, pokusa¢emo
da je iskoristimo da bismo odredili ta¢nu vrednost povrSine koju smo posmatrali i aproksimirali u Odeljku 9.1,
odnosno koja je prikazana na Slici 27.

2
Primer 9.1. Izracunati / (z* +1) dz .
0

ResSenje: Izracunacemo integral koriste¢i definiciju. U ovom trenutku ne znamo ni jedan drugi nacin kako
bismo to mogli uraditi. Dakle, formira¢emo niz integralnih suma, i odrediti njegovu grani¢nu vrednost.

Podelimo inerval [0,2] na n jednakih delova (znamo da podela ne mora biti na jednake delove, ali ovakav izbor
¢e nam u ovom sluéaju pojednostaviti rad). Skup deobnih tacaka je tada

2 2(n — 1
o An=l) oy
n

2 46
D={0,—,—,—,...,
n'n’'n n

2i 2
Dakle, svaka deobna tacka x; je oblika x; = —Z, a duzina jednog podintervala je Ax; = —. Opredelimo se da

tacke z}, u kojima izracunavamo vrednosti funkcije, budu upravo deobne tacke. Vrednosti funkcije u deobnim
tackama su:

i i\ ” 2
Fa?) = fla) = £y = (2) PP

n n n?

Odgovarajuc¢a integralna suma je
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8 2
= ﬁ-(12+22+-~-+n2)+5-(1+1+...+1)
8 D2n+1) 2
_ ﬁ.n(nJr J@nt+1) 2
n 6 n
4
_ (n+1)(2n—|—1)+2
3n?
_ 14n? 4 12n+4
N 3n? '

Tada je odredeni integral jednak grani¢noj vrednosti ove integralne sume, kada Az; — 0, $to u posmatranom

2
slucéaju (zbog Ax; = —) odgovara situaciji da n — co. Dakle,
n

2 n
/0(1'2+1)d9: = nl;rx;O;f(zf)Axl

o 14n?+12n+4-4 14
= lim ———— = —.
n—00 3n2 3

Napominjemo da smo koristili poznati identitet - formulu za zbir kvadrata prvih n prirodnih brojeva:

nn+1)2n+1)
6

Ovim smo izracunali tacnu vrednost povrsine koji smo priblizno odredivali u Odeljku 9.1. Ne moze se reé¢i da
je posao lak, pogotovo imajuéi na umu da je ovde re¢ o veoma jednostavnoj funkciji! Veoma bi nam odgovaralo
da postoji neki jednostavniji nacin da se izracuna odredeni integral. O tome govori sledea, izuzetno znacajna,
teorema.

124224 ... 4n%=

9.4.1 Njutn-Lajbnicova formula - Fundamentalna teorema integralnog racuna
Teorema 9.4. Ako jey = f(z) integrabilna funkcija nad intervalom [a,b], i ako y = f(x) ima primitivnu funkciju

F(x), tj. ako je

/ﬂmM~:ﬂm+c,<Fm=fmu

tada je
b
[ @) ds = F®) - Fl@). (9)

Formulom (9) data je veza izmedu neodredenog i odredenog integrala. Poznata je pod imenom Njutn-
Lajbnicova formula i predstavlja jedan od fundamentalnih rezultata integralnog racuna, jer omogucava izracunavanje
odredenog integrala bez odredivanja grani¢ne vrednosti integralne sume.

Dokaz: Posmatrajmo diferencijabilnu funkciju F'(x) nad intervalom [a, b] i podelimo interval [a, b] na podintervale
podelom D,

D = {(l =0y LLyeeeyLi—13Ljyeee Ly = b} .
Primenjujuéi Lagranzovu teoremu (teoremu o srednjoj vrednosti), na funkciju F(x) na svakom podintervalu,
dobijamo da postoje tacke x} € [z;_1, 2], za sve i = 1,2,...,n, takve da vazi:
F(z) = F(a) = F(z7)-(z1-a) = [f(z7) Ay,
F(rg) = F(z1) = F'(a3) (w2 —a1) = fla3) Awz,
F(z) = F(zio) = F'(a}) - (zi—wic1) = flz]) Ay,
Fb) =~ F@ar) = F(a)-(b—oa) = @)D



Zbir prethodnih jednac¢ina daje

n

F(b)— F(a) = Y_ f(a})- Aw; .

i=1
Leva strana ove jednakosti je konstantna za ma koju podelu intervala [a,b], pa imamo (posmatrajuéi graniéni
proces) da je

Ax;—0

F(b) — F(a) = lim Zf VA —/f

¢ime je tvrdenje Teoreme dokazano.

Napomenimo jos i da je uobicajeno da se koristi oznaka

Postoji i “drugi deo” Fundamentalne teoreme integralnog racuna. Slobodno interpretirano, ovo tvrdenje se
bavi moguénoséu da se odredeni integral, koji je po prirodi stvari konstanta za datu funkciju na datom intervalu,
ipak posmatra kao funkcija. Konkretnije, dopustaju¢i da jedna od granica integracije bude promenljiva, mozemo
posmatrati odredeni integral kao funkciju te granice. U vezi sa ovim, formulisemo (bez dokaza) tvrdenje kojim se
opisuje kako se ovako definisana funkcija diferencira:

Teorema 9.5. Neka je y = f(u) neprekidna funkcija za u € [a, b], / flu , a<x<b. Tada je

Uo¢imo da je funkcijom F(z) definisana povrsina izmedu krive f i a-ose, na intervalu [a, z] koji je promenljive
duzine. (Pretpostavili smo, za ovu interpretaciju, da je f > 0 na posmatranom intervalu.) Tako je, recimo,

funkcijom
v u2ir 2?1
= du— —| =2 _ =
0= [ ra =G| =53

data povrsina oblasti izmedu z-ose i prave f(u) = u na intervalu [1, z] koji je promenljive duzine. Ta povrsina,
razume se, zavisi od toga kolika je granica intervala integracije. Kako je posmatrana oblast trapez sa osnovicama
11ix,1isa visinom x — 1, lako je proveriti da dobijena vrednost integrala zaista izrazava povrsinu ovog trapeza, u
zavisnosti od z.

Uocimo, takode, da je ovako definisana funkcija F' primitivna funkcija funkcije f. Dakle, Njutn-Lajbnicova
formula govori o tome kako se moze izracunati odredeni integral funkcije f ako se zna njen neodredeni integral
(primitivna funkcija), a Teorema 9.5 govori o tome kako se moze, koris¢enjem odredenog integrala funkcije f odrediti
primitivna funkcija (neodredeni integral) funkcije f. Time je uspostavljena “obostrana veza” izmedu neodredenog
i odredenog integrala funkcije f.

Primer 9.2. Odrediti izvod funkcije:
o) / t+ Ly
24+1 1
b) / t*+ L
2 t2 + 1

Resenje: Navedene funkcije su definisane koriséenjem odredenog integrala sa promenljivom granicom. Izvode
ovih funkcija odredi¢emo koriste¢i Teoremu 9.5.

a) U ovom slucaju direktno primenjujemo teoremu i dobijamo da je

/xt4+1dt "ot
L 2+ Coa241

Uocavamo da konstantna granica integracije nema nikakav uticaj na rezultat.
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b) U ovom slu¢aju ne mozemo direktno da primenimo Teoremu 9.5, i to iz dva razloga: (1) sada je gornja
granica integracije konstantna i (2) promenljiva granica integracije je funkcija od z, a ne x. Prvi problem
reSavamo koriste¢i Osobinu 2. Drugi problem zahteva primenu formule za izvod slozene funkcije. Ova formula
u navedenom slucaju vodi do sledeceg;:

/!

g(x)
( / fu) du) = f(g(x)) - g'(x)

U konkretnom primeru sada dobijamo da je

4 1 2 44 1 2\4 1 8 1
/t+ dt) = _/ &+ dt :_M.Ql‘:_&.QQ;
2 t2+1 1 t2+1 (x2)2+1 zt+1

9.4.2 Metod smene kod odredenog integrala

Nakon sto je Njutn-Lajbnicovom formulom uspostavljena veza izmedu odredenog i neodredenog integrala, postalo
je jasno da se odredeni integral ne mora ra¢unati po definiciji, ve¢ se moze odrediti koriS¢enjem primitivne funkcije
(neodredenog integrala) date podintegralne funkcije. To, prakti¢no, zna¢i da nema nikakvih novih pravila za
izracunavanje odredenih integrala. Ipak, moguce je, Cisto “tehnicki”, formulisati kako se koriste metode integracije
(metoda smene i metoda parcijalne integracije), u vezi sa odredenim integralom (odnosno, kako se ponasamo sa
granicama integracije kada primenjujemo navedene metode).

b
Teorema 9.6. (Metoda smene) Neka je dat/ f(z)dz, gde je y = f(x) neprekidna funkcija nad intervalom [a,b].

Uvedimo novu promenljivu prema formuli x :(Z;b(t). Ako su zadovoljeni uslovi
L ¢l@)=a, (B =b,
2. ¢(t) i ¢'(t) su neprekidne funkcije nad intervalom [a, B],
3. f(o(t)) je definisana i neprekidna nad intervalom [, ],

onda je

Primer 9.3. Izracunati:

k=t

) [
=
9) /:ﬁdxl

Resenje: Uoc¢imo da je u sva Cetiri zadatka podintegralna funkcija nepromenjena. U prvom primeru treba
izra¢unati neodredeni integral date funkcije, a u preostalim se traze odredeni integrali na razli¢itim intervalima.

a) Ovaj neodredeni integral mozemo resiti uvodenjem smene /= = t, odakle je = t* i dax = 2tdt. Tada je

dz tdt t—1+1 dt
=2 =2 | ———dt=2 [ dt+2 | — =2t+2In|t—1 =2 21 -1 .
i1 /t_l / = / + /t_l +2In[t—1|+C = 2y/z+2In |z —-1|+C
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Ovde je veoma korisno napomenuti da kod neodredenih integrala ¢esto ne navodimo uslove pod kojima resenje
koje smo dobili ima smisla; tako najc¢esée podrazumevamo da smo se svi dobro razumeli i da integral funkcije
uvek rac¢unamo samo za vrednosti iz domena podintegralne funkcije. To zna¢i da u navedenom primeru
podrazumevamo da je > 0 i 2 # 1, jer u protivnom podintegralna funkcija nije definisana. Cinjenica da
uslove definisanosti ¢esto ne navodimo ponekad vodi ka tome da ove uslove potpuno previdimo. Kod resavanja
neodredenog integrala uvek se lako “krijemo” iza tumacenja da dobijeno reSenje vazi “na odgovaraju¢em
intervalu”. Kao $to ¢emo se uveriti, ovako “elegantan izlaz” nemamo u slucaju kada resavamo odredeni
integral.

Na osnovu Njutn-Lajbnicove formule, dovoljno je da izra¢unamo vrednost F(9) — F'(4) za funkciju
F(x) =2z +2In|v/z — 1] + C, koju smo odredili u primeru (a) kao primitivnu funkciju date podintegralne
funkcije. Tada je
o dx 9
/4 N (2vz +2In|vVz - 1|) ‘4 =2(3+mn2-2-1In1)=2(1+1n2).

Uocimo da je sada jasno definisano koje vrednosti uzima promenljiva: x € [4,9]. Na ovom intervalu podinte-
gralna funkcija je definisana, pa nema prepreka za reSavanje integrala.

Ukoliko obratimo paznju na Teoremu 9.6, uocavamo da je postupak uvodenja smene opisan tako da ukljucuje
i zamenu granica integracije, pa nove granice odgovaraju intervalu kom pripada nova promenljiva. Ovim je,
ujedno, omoguceno i da se reSavanje polaznog integrala “prevede” na reSavanje novog integrala, pri ¢emu
se odreduje primitivna funkcija novog integrala, i u nju uvrstavaju granice u kojima se kreé¢e novouvedena
promenljiva. Dobijeno reSenje je, ujedno, i reSenje polaznog problema. Naglasavamo da ovo znac¢i da nije
potrebno primitivnu funkeciju izraziti u funkciji polazne promenljive (niti uvrstavati polazne granice integracije
u nju); promenom granica gubi se potreba za tzv. “vradanjem smene”.

Ovo znaéi da smo posmatrani primer mogli reSavati na sledeéi naéin: uvodenjem smene /x = ¢, odakle je
dxr = 2tdt, dobijamo i da za z = 4 vazi da je t = 2, kao i da za x = 9 vazi da je t = 3. Tada je

9 3
d tdt 3 3
z 2/ 7:2t’2+21n|t—1|’2:2(1+1n2).
2

y VE—1 t—1
Uoéimo da smo mogli da koristimo, recimo, i smenu /z = —t, odakle je takode dx = 2tdt, ali dobijamo da
za x = 4 vazi da je t = —2, kao i da za x = 9 vazi da je t = —3. Tada je
9 -3 -3 -2 -2
d tdt tdt dt -2 -2
736:2/ :—2/ —:2/ dt—2/ —:215’ —2In|t+1]] =2(1+In2).
4 Vr—1 _g —t—1 _9 t+1 _3 _3 t+1 -3 -3

Naravno, u svim sluéajevima rezultat je isti.

Ovaj primer se od prethodnog formalno razlikuje samo po granicama integracije, ali sustinski, razlika je daleko
veCa. Problem nastupa zbog toga $to podintegralna funkcija nije definisana na celom intervalu integracije,
pa ovaj integral ne postoji. Kao §to smo ve¢ naveli, podintegralna funkcija je definisana za vrednosti x > 0 i
x # 1. Ukoliko ne bismo unapred obratili paznju na ovaj uslov definisanosti, nego bismo pokusali da, recimo,
koristimo primitivnu funkciju koju smo izracunali u delu (a), naisli bismo na (upozoravajuéi) problem kada
bismo pokusali da odredimo vrednost primitivne funkcije u negativnoj granici integracije. Sre¢om, nakon
toga bi bilo neizbezno da donesemo ispravan zakljucak da se integral ne moze izracunati.

U ovom primeru ne postoje nikakve prepreke da izra¢unamo vrednost primitivne funkcije u granicama in-
tegracije i da, primenom Njutn-Lajbnicove formule, dodemo do vrednosti koju bismo mozda mogli smatrati
vrednoscéu datog integrala. Problem sa ovakvim zakljuckom je u tome Sto podintegralna funkcija nije defin-
isana u tacki © = 1 koja pripada intervalu integracije i $to u okolini te tacke nije ograni¢ena (nije tesko uociti

da je lim =—ooidaje lim 00.) Ovo znaédi da data funkcija na posmatranom intervalu

1
1%1_\/5—1_ x—>1+\/5—1_
nije integrabilna, odnosno da (Rimanov) integral ove funkcije ne postoji. Veoma je vazno primetiti da se do
ovog zakljucka dolazi samo ukoliko se obrati paznja na uslove postojanja integrala, odnosno osobine podinte-
gralne funkcije na intervalu integracije; sve dok se posmatraju samo granice integracije i vrednost primitivne
funkcije u njima, lako se moze napraviti ozbiljna greska i dodeliti vrednost integralu koji ne postoji.

O tome moze li se, eventualno, na neki drugi nac¢in resiti posmatrani integral bi¢e uskoro rec¢eno vise.
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9.4.3 Metod parcijalne integracije kod odredenog integrala

Teorema 9.7. (Metoda parcijalne integracije) Neka su u(z), v(z), u'(x) i v'(x) neprekidne funkcije nad intervalom
[a,b]. Tada je

b

a

/abu(x).dv(:r) = u(z) - v(x) _/abv(x)_du(x).

2
Primer 9.4. Izméunati/ Inz dx.
1

Resenje: Kao $to je navedeno u prethodnoj Teoremi, reSavanje odredenog integrala metodom parcijalne in-
tegracije se u potpunosti svodi na primenu Njutn-Lajbnicove formule, odnosno evaluaciju primitivne funkcije u
krajnjim tackama intervala integracije. Tako je, za u =Inx i dv = dx,

2 2 2 2
/ lna:dx:mlnx‘l—/ dx:2ln2—ln1—x1:21n2—1.
1 1

Navodimo jo$ nekoliko ilustrativnih primera koji se odnose na izrac¢unavanje odredenog integrala:

{33:2, r<1

1zracunats
6, r>1

Primer 9.5. Za funkciju  f(z) =

22
a) | f(z)dx;
10

b) /Zf(a:) dz.

Resenje: S obzirom da je 111{1 f(z)=f(1)=3,adaje lirilJr f(z) = 6 # 3, data funkcija ima prekid (skok) u
T—1" r—
tacki z = 1. Njen grafik prikazan je na Slici 32:

Slika 32: Grafik funkcije posmatrane u Primeru 9.5.

Teorema 9.1 tvrdi da integral ove funkcije postoji na svakom zatvorenom intervalu, s obzirom da je ona na
svakom takvom intervalu ograniCena i ima najvise jednu tacku prekida (Teorema 9.1 dozvoljava kona¢no mnogo
tacaka prekida).

a) Integral posmatrane funkcije na intervalu [10,22] svodi se na
22 22 22 29
f(x)dx:/ 6 dz = 6 dx=6:c‘ —6- (22— 10) = 72.
10 10 10 10

b) Posmatrana funkcija na intervalu integracije [—2, 3] ima prekid. Ukoliko zadatak shvatimo kao izracunavanje
povrsine izmedu krive i z-ose, na intervalu od x = —2 do x = 3, jasno je da se posmatrana povr§ina, a samim
tim 1 integral, mogu posmatrati kao zbir dva sabirka (dve povrsine, odnosno dva integrala):

3 ! 3 1 3
/ f(x)dﬂ:/ 3x2dw+/6da:=x3’ 2—&-690‘1=1—(—8)+6~(3—1):21.
-2 -2 1 —
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3
Primer 9.6. Izradunati / |3z — 5| dz.
0

3xr — 9, xr >

—(30—5), w<?’ a da interval inte-

Wt

Resenje: S obzirom da je podintegralna funkcija f(z) = |3z — 5| = {

.. L 5 .. . . . . .. , L . .
gracije sadrzi tacku x = 3 u kojoj se pravilo preslikavanja menja, dati integral ¢emo izracunati rastavljajuéi ga na

dva (sasvim jednostavna) integrala (sabirka):

/|3x—5\d:c:—/(31—5)dx+/(3xf5)dx:—.
0 0 8 6

Uoc¢imo jos i da je posmatrana funkcija neprekidna.

Primer 9.7. Izracunati

2
a) / (2% + cos ) dx;
-2

b)/ (2° + sinz) de.
-5

Resenje: Cilj ovog primera je da skrene paznju na integraciju parnih, odnosno neparnih funkcija na intervalima
simetri¢nim u odnosu na nulu. Koristimo da je za parnu funkciju f (odnosno, onu koja zadovoljava uslov f(—z) =
f(x)) na simetri¢nom intervalu zadovoljeno

" i) dw=2/oaf(w) dr,

a da je za neparnu funkciju f (odnosno, onu koja zadovoljava uslov f(—z) = —f(x)) na simetri¢nom intervalu
zadovoljeno

af(x)da::().

—a

a) Za podintegralnu funkciju f(z) = 2® 4 cosz vazi da je f(—z) = f(z) (funkcija je parna). Kako je interval
integracije simetrican u odnosu na koordinatni pocetak (nulu), vazi da je

2 2 $3 2 23
/ (2% + cos ) dx:2/ (22 + cosx) dx :2(3 + sinz) 0:2§+281n2.
0

-2

b) Za podintegralnu funkciju f(x) = 2° + sinx vazi da je f(—x) = —f(z) (funkcija je neparna). Kako je interval
integracije simetrican u odnosu na koordinatni pocetak (nulu), vazi da je

5
/ (z° + sinzx) dz = 0.
-5

10 Nesvojstveni integral

Odredeni integral funkcije f(z) na intervalu [a,b], u smislu Rimana, definisali smo (Definicija 9.1) kao grani¢nu
vrednost integralne sume

max Ax; —0

n b
im S f(a) - Ay = / f@)do
i=1 a

ako ta grani¢na vrednost postoji i ne zavisi od izbora deobnih tacaka koje odrej uju intervale [x;_1,x;] (pri ¢emu
je xg = a iz, =b), kao ni od izbora tacke =} iz svakog od tih intervala.
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Teoremom 9.1 definisani su uslovi pod kojima navedena grani¢na vrednost, a time i odredeni integral, postoji.
Uslovi se odnose na interval integracije (koji treba da bude zatvoren, a samim tim konacan), i na podintegralnu
funkciju (koja treba da bude ogranicena na intervalu integracije, i da na njemu ima najvise kona¢no mnogo tacaka
prekida). Neéemo Cesto nailaziti na funkcije koje imaju beskona¢no mnogo tacaka prekida nad nekim intervalom;
praktiéno, podrazumevaé¢emo ispunjenje uslova o konaéno mnogo tacaka prekida. Cinjenica je, medutim, da mnoge
funkcije sa kojima se sre¢emo nisu ograni¢ene na nekom kona¢nom intervalu, kao i da su mnoge funkcije definisane
na beskonaénim intervalima. Nije neocekivano pitanje da li je moguce uopstiti definiciju odredenog integrala tako
da se ona odnosi i na situacije kada je uslov ogranicenosti - bilo funkcije, bilo intervala integracije, bilo i jednog i
drugog - narusen.

Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i vodi do pojma nesvojstvenog integrala.

10.1 Nesvojstveni integral prve vrste - beskonac¢an interval integracije

U slucaju kada jedna ili obe granice integracije nisu konacni brojevi, odnosno ako a — —oo, ili b — oo, ili vazi
istovremeno i jedno i drugo, dolazimo do pojma nesvojstvenog integrala prve vrste. Po definiciji je

/:of(x)dac ~ lim /abf(a:)da:,

b—00

pod uslovom da je f(x) neprekidna funkcija za a < z < oo.

b 00
Ako je blim / f(z) dx konacan broj, kazemo da / f(z) dx konvergira, a ako ta grani¢na vrednost ne postoji,
— 00 a a
ili nije konac¢na, kazemo da / f(x) dz divergira.
Sli¢no, vazi da je ‘
b b
/ f@)dz = lim fl@)dz |

/_O;f(x) dx /_;f(x) dx—i—/:of(x) dx

Primer 10.1. Izracunati vrednost nesvojstvenog integrala:

a) / e Tdux.
0

> dx
b —
)/0 L+a?

Resenje: Nesvojstvene integrale prve vrste lako je prepoznati po karakteristicnoj beskonacnoj granici inte-
gracije. Izracunavamo ih po definiciji:

a) Funkcija f(z) = e je na posmatranom intervalu [0, 00) definisana i vazi da je lim e™* = 0. Znamo da Ri-
Tr—0o0

manov integral geometrijski odgovara povrsini izmedu grafika podintegralne funkcije i z-ose na posmatranom
intervalu integracije, a ovde se, prakti¢no, suocavamo sa istim pitanjem - kolika je povrSina koju odreduju
kriva f(x) =e™® i z-osa, za & € [0,00). Prva reakcija nam je, verovatno, da na beskona¢nom intervalu
mozemo imati samo beskonac¢no veliku povr§inu. Medutim, ¢injenica da posmatrana funkcija tezi nuli kada x
neogranic¢eno raste navodi na zakljucak da je doprinos ukupnoj povrsini sve manji, i eventualno zanemarljiv,
kada se x dovoljno povec¢a. Time dolazimo da zakljucka da za neke funkcije, koje se dovoljno, i dovoljno brzo,
priblizavaju nuli na beskona¢nom intervalu integracije, mera posmatrane povrsine - a samim tim i integral -
moze da bude konaéna (iako je sama povrsina neograni¢ena). U ovom slucaju je:

oo b
/ e *dr = lim e *dr = lim (e"”
0

b—oo J b—o0

b 1
>limeb+60 lim —+1=1
0

b—o0 b—o0 eb

pa zakljucujemo da navedeni nesvojstveni integral konvergira.
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b) Ukoliko za podintegralnu funkciju ne vazi da joj je graniéna vrednost jednaka nuli kada se z krede ka
neograni¢eno dalekom kraju intervala integracije, sasvim je izvesno da nesvojstveni integral neée konver-
girati (biti konacan, odnosno postojati). Ukoliko podintegralna funkcija tezi nuli za neograniceno x, postoji

mogucnost da nesvojstveni integral konvergira. Kako i u ovom primeru vazi da je lim

= 0, ima smisla
z—oo 1 + 1’2

dalje ispitivati konvergenciju navedenog integrala. Tako je

/Oo dv_ _ /b dv__ " (b lim arctg b = —
—— = lim —— = lim ( arc = lim arc =
o 1+22 b5y 1+22 booo g% 0 bs00 & 2

pa zakljucujemo da dati integral konvergira.

o0
x
Primer 10.2. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala / — U zavisnosti od realnog parametra .
1 X

Resenje: Kako se za vrednosti a = 11 « # 1 dati integral svodi na razli¢ite tabli¢ne integrale, ova dva slucaja
posmatramo zasebno.
Za o # 1 je

L x®  —a+1

b —a+1
[ + ‘b _ 1 ot 1)
1 1 —«

b
d
azaazlvaiidaje/ .
1 x
Dalje, prema definiciji je

* dx . b dx
— = lim —,
1 T* b—ooo i x¢

1
lim b=°t! = lim _] 0 a>l
b—00 b—roo b1 oo, a<l

Takode je i lim Inb = oo, pa kona¢no zakljuc¢ujemo da za

b—oo
) * dx 1 .

a > 1 integral — = —— konvergira ,
. x“ a—1
> dx

a <1 integral / — = divergira
1 X
> dx

a =1 integral / — = o© divergira
1 X

Ukoliko smo u moguénosti da izracunamo nesvojstveni integral, jasno je da na osnovu izracunate vrednosti
imamo odgovor na pitanje o konvergenciji tog integrala. Takav je sluc¢aj sa integralima iz prethodna dva primera.
Cinjenica je, medutim, da ¢esto nije od znacaja izracunati vrednost nesvojstvenog integrala, veé¢ je potrebno samo
utvrditi da li on konvergira ili divergira. Sa druge strane, Cesto nije sasvim jednostavno izra¢unati nesvojstveni
integral, Sto znaci da bi u situacijama kada je dovoljno utvrditi da li integral konvergira ili ne, a nije potrebno
odrediti njegovu vrednost, bilo zgodno imati na raspolaganju neke druge nac¢ine, osim konkretnog izracunavanja,
za, dobijanje odgovora na ovo pitanje. Takvi uslovi postoje, i uglavnom o njima govorimo kao o kriterijumima
konvergencije nesvojstvenog integrala. Naredna teorema formuliSe jedan takav uslov, koji navodimo bez dokaza.

Teorema 10.1. Ako funkcije f i g zadovoljavaju uslov da je 0 < f(x) < g(x) za svako x > a. Tada

o0 (o]
1. iz konvergencije integrala / g(x) dx sledi konvergencija integrala / f(z) dx i vazi da je
a a

/a°°f<z> dzg/amg@) dr ;

o0 oo
2. iz divergencije integrala / f(x) dx sledi divergencija integrala / g(z) dx .
a a
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o)
Primer 10.3. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integmla/ %.
1
Resenje: Ovaj zadatak resi¢emo primenom Teoreme 10.1. Za to nam je potrebno da odredimo funkciju koja
je na posmatranom intervalu [1,00) veéa od date podintegralne funkcije, a za €iji nesvojstveni integral znamo, ili
mozemo lako da utvrdimo, da konvergira. Naravno, ovakvu funkciju mozemo naéi samo ako dati (posmatrani)
integral konvergira. Ukoliko on divergira, to ¢emo potvrditi pronalazeé¢i funkciju koja je od date podintegralne
funkcije manja, a za njen nesvojstveni integral znamo da divergira.
Nije tesko zakljuciti da za primenu navedene teoreme treba da imamo (1) dobru intuiciju o tome da li posmatrani
integral konvergira ili divergira; (2) pogodnu funkciju o kojoj znamo kako joj se ponasa integral, a uz to ispunjava
uslov da je veéa, odnosno manja, od date funkcije na posmatranom intervalu. Ovo nije uvek jednostavno. Cesto se,

1
medutim, desava, da trazena funkcija moze biti neka od funkcija oblika g(z) = —. O ponaSanju njenog integrala,
x

u zavisnosti od vrednosti a dobili smo odgovore u prethodnom primeru.
Dakle, u slucaju koji posmatramo je

0< ! < L
z2-(1+e*)  z2

o0
i
Na osnovu prethodnog primera sledi da / — konvergira (s obzirom da je « = 2 > 1). Tada, koristeéi Teo-
x

1
remu 10.1, zaklju¢ujemo da i polazni integral konvergira.

10.2 Nesvojstveni integral druge vrste - neogranic¢ena funkcija na intervalu inte-
gracije

b

Integral f(z) dz naziva se nesvojstveni integral druge vrste ako na intervalu integracije [a,b] podintegralna
a
funkcija f(z) ima prekid druge vrste, odnosno ukoliko grani¢na vrednost funkcije u tacki prekida nije konaé¢na.

Pretpostavimo da je tacka u kojoj funkcija ima beskona¢nu grani¢nu vrednost jedna od krajnjih tacaka intervala
integracije.

Ako je funkcija f(z) neprekidna na intervalu [a,b), i ako je lirlr)1 (x) = 00, (odnosno hr? f(z) = —00),
x—b— z—b—
definiemo

b b—e
/ fyde=lm [ fa) de.

a ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu (a, b], i ako je lim+ f(z) = oo, (odnosno lim+ f(z) = —00), uvodimo
T—a z—a
definiciju

/abf(x) dx:;igé/aisf(x) di

Nije tesko uociti da, ako funkcija f(z) ima prekid druge vrste u tacki @ = ¢, pri é¢emu je ¢ € [a,b], problem
mozemo svesti na veé opisane, jer mozemo napisati da je

b c—eq b
/ f(z) dx = limO f(z) dx + lim f(z) dx .

£1—> a EQ*}O ctes

Ako su grani¢ne vrednosti, koje se pojavljuju u prethodnim definicijama, konac¢ni brojevi, kazemo da odgo-
varajuéi nesvojstveni integrali druge vrste konvergiraju, a ako te grani¢ne vrednosti ne postoje, ili nisu konacni
brojevi, kazemo da nesvojstveni integrali divergiraju.

1
x
Primer 10.4. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala / — zaa>0.
0o T

Resenje: Uocimo, prvo, da nesvojstveni integral druge vrste mozemo primetiti samo ako se potrudimo. To
zna¢i da ovakav integral na prvi pogled ni po ¢emu ne izgleda drugacije od “obi¢nog” (Rimanovog) integrala;
problem mozemo otkriti samo ako proverimo definisanost (neprekidnost) i ograni¢enost podintegralne funkcije na
intervalu integracije. Sa druge strane, nesvojstveni integral prve vrste je lako prepoznatljiv po beskona¢noj granici
integracije.
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U konkretnom primeru koji ovde reSsavamo uocavamo da za « < 0 podintegralna funkcija nema prekida, i
ogranicena je na posmatranom intervalu [0, 1], pa integral u tom slu¢aju nije nesvojstven, i moze se izracunati kao
i svaki Rimanov integral.

Ukoliko je o > 0, problem se javlja u tacki z = 0 (leva granica intervala integracije), s obzirom da za podinte-

gralnu funkciju vazi da je u toj tacki nedefinisana i da je lim — = ooc.
z—0+ T

1y 1 —a+1
T T
— = lim z”%dr = lim
0o ¢ e—0 J, e=0\ —ax+1

Dalje je za av # 1

1

€

1 —otl 1
= lim _ £ = (1 — lim E_O"H)
e=0\1—«o l1—« 11—« e—0

1
_ T, a<l
00, a>1

e . e .
— = lim — =limlnx
0o T e—0 e I e—0

Takode,
1

=lim(—Ine) =c0.
15 e—0

Zaklju¢ujemo da za

Lde

a>1 integral — = o divergira ,
x

a =1 integral oo divergira ,

a <1 integral — = — konvergira .

el l1—«

Nh%
2| &
Il

. Lo . . . bdx
Primer 10.5. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala —-
x

ResSenje: Podintegralna funkcija je parna, a interval integracije simetrican u odnosu na koordinatni pocetak.
Koriste¢i ovu osobinu i prethodni primer, zaklju¢ujemo da integral

12 o %

divergira, s obzirom da je u ovom slucaju o =2 > 1.

Uoc¢imo da se direktnom primenom Njutn-Lajbnicove formule dobija
1
d 1\ |t
ER OIS
1z x) 1-1

Za ispitivanje konvergencije nesvojstvenih integrala druge vrste takode se mogu koristiti odgovarajuée teoreme
uporedivanja. Naveséemo samo jednu od njih, i to bez dokaza.

§to, naravno, nije tacno.

Teorema 10.2. Ako funkcije f(x) i g(x) imaju prekid druge vrste u tacki x = b i ako za x € [a,b) vazi da je
0 < f(z) < g(x), tada

b b
1. iz konvergencije nesvojstvenog integrala / g(x) dz sledi konvergencija nesvojstvenog integrala / f(z)dx ;
a a

b b
2. iz divergencije nesvojstvenog integrala / f(x) dz sledi divergencija nesvojstvenog integrala / g(z) dx .
a a

o1



Odgovarajuca teorema moze se formulisati i u slucaju kada funkcije f(x) i g(z) imaju prekid u tacki z = a.

Primer 10.6. Ispitati konvergenciju nesvojstvenog integrala

/1 dx
0 Vr+2- 22
Resenje: Za x € (0, 1] je zadovoljeno

0> Vr+2-22> Yz,

i odatle
1 1

< ———< —.
SVr+22?  Yn

1
i

Takode znamo, na osnovu Primera 10.4, da nesvojstveni integral / ? konvergira, jer je o = % < 1, pa Teo-
0 X

rema 10.2 implicira konvergenciju datog integrala.

Napomenimo jo$ da se kombinacijom nesvojstvenih integrala prve i druge vrste dobijaju nesvojstveni integrali
trece vrste. Kod takvih integrala jedna ili obe granice integracije nisu konaé¢ni brojevi, a podintegralna funkcija
ima kona¢no mnogo prekida druge vrste na intervalu integracije. Imajuéi u vidu da se nesvojstveni integral trece
vrste uvek moze prikazati u obliku zbira nesvojstvenih integrala prve i druge vrste, u ispitivanju konvergencije
nesvojstvenog integrala tre¢e vrste mogu se primeniti sve teoreme o konvergenciji nesvojstvenih integrala prve,
odnosno druge, vrste. Zbog toga nije neophodno posebno se baviti teorijom u vezi sa ovom grupom nesvojstvenih
integrala.
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11 Primena odredenog integrala

Odredeni integral se moze primeniti za izracunavanje razlicitih fizickih veli¢ina, kao i geometrijskih i drugih svojstava
realnih objekata. Definicija odredenog integrala obezbeduje izracunavanje zbira beskona¢no mnogo sabiraka koji
odgovaraju vrednostima neprekidne funkcije na nekom intervalu. Uoci¢emo da se ova osnovna ideja “uklapa” u
mnogo realnih situacija. U okviru Matematicke analize 2 ovu ideju ¢emo na nekoliko nacina uopstiti, i tako joj
dati jos Siru primenu i jo§ veéi znacaj.

U ovom odeljku opisa¢emo samo tri osnovne primene odredenog integrala: na izra¢unavanje povrsine ravnih
likova, zapremine rotacionog tela i duzine luka krive u ravni. Nakon razumevanja osnovne ideje nece biti tesko po
potrebi primeniti je i u mnogim drugim situacijama.

11.1 Izracunavanje povrsine ravnog lika

Veé na samom pocetku pri¢e o odredenom integralu smo objasnili njegovu geometrijsku interpretaciju i time naveli
i prvu primenu odredenog integrala: za funkciju y = f(x) za koju vazi da je f(x) > 0 za x € [a,b] je povrsina

izmedu grafika funkcije f i z-ose, na intervalu [a, b] jednaka vrednosti / f(x)dx. Sada éemo ovo tvrdenje uopstiti

tako da mozemo da izra¢unamo povrsinu oblasti u ravni koja se, na nekom intervalu, nalazi izmedu dve krive (a
ne obavezno izmedu pozitivne krive i z-ose).

Posmatrajmo funkcije y = f(z) i y = g(x) takve da je za x € [a,b] zadovoljeno f(z) > g(z). Grafici ovih
funkcija na posmatranom intervalu odreduju zatvorenu oblast ¢iju povrsinu zelimo da odredimo. Jedna takva
oblast je prikazana na Slici 33.

Whk==s=s=====s====

y=g(xv b

Slika 33: Oblast odredena graficima funkcija f i g na intervalu [a,b] na kom je f(z) > g(x). Zelimo da odredimo
povrsinu osencene oblasti.

Da bismo odredili povrSinu oznacene oblasti izmedu krivih, postupi¢emo kao i kada smo definisali odredeni
integral. Aproksimira¢emo povrsinu zbirom povrsina pravougaonika; interval [a,b] ¢emo podeliti na n delova (u
ovom sluéaju opredeli¢emo se da budu jednaki, mada to nije obavezno), a zatim ¢emo u svakom podintervalu
proizvoljno odrediti tacku z; € [z;-1,x;]. Ovo je pikazano na Slici 34.
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Slika 34: Oblast odredena graficima funkcija f i g na intervalu [a, b] na kom je f(x) > g(z). Povrsina oblasti je
aproksimirana povrsinom aproksimirajué¢ih pravougaonika.

Sada je
b—a

n

A(Ei =T —Tj—1 =

Sto odgovara §irini svakog od pravougaonika, dok je visina pravougaonika odredena u tacki z; i jednaka je
Povrsina svakog od n pravougaonika je tada

dok je aproksimacija povrsine oblasti izmedu krivih
Py (fa) = g(a))) - A,
i=1

Posmatrajué¢i granicnu vrednost izraza koji prepoznajemo kao integralnu sumu, kada Sirina intervala Az; — 0
(odnosno, u ovom slucaju, kada n — o0), dobijamo

n

P= i 3 (fe) - gte)) -
=
a na osnovu definicije odredenog integrala znamo da je ovim definisan odredeni integral funkcije f(z) — g(z) na
intervalu [a, b].
Dakle, trazena povrsina P se moze izrac¢unati kao

b
P= [ () - gw)do . (10)

Nekoliko vaznih napomena u vezi sa prethodnim rezultatom:

e Ukoliko je funkcija g(z) = 0 za x € [a,b], onda je oblast izmedu krivih prakti¢no oblast izmedu krive f i
b

x-ose, a formula (10) se svodi na veé¢ poznatu formulu P = [ f(z)dr. Ovim smo potvrdili da rezultat (10)

predstavlja uopstenje geometrijske interpretacije odredenog igtegrala.

e Ukoliko je f(z) = 0 za = € [a,b], onda je, jasno, g(x) < 0, odnosno, posmatrana oblast je ispod z-ose.

Ovakva situacija je ve¢ pominjana u Odeljku 9.3 (Osobina 6, i u vezi sa njom Slika 31). Sada je jasno da se,
b

koriséenjem formule (10), odgovarajuéa povrsina izracunava kao P = — / g(x)dx.
a
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e Ukoliko za krive f i g na intervalu [a, b] vazi da je za neko ¢ € [a, b] zadovoljeno da je f(z) < g(z) za = € [a, (]
idaje f(z) > g(z) za z € [c,b], onda je povrsinu izmedu ovih krivih na intervalu [a, b] moguée izrac¢unati kao

c b
P= / (9(z) — f(z)) d + / (f(2) - g(x)) da

Specijalno, povrsina izmedu krive f i z-ose na intervalu [a, b] na kom funkcija f menja znak, tj. za koju vazi
daje f(z) <0zax € la,cif(z)>0zax € [cb] (vidi Sliku 31, desno) se moze izracunati kao

P _/acf(x)dm/cbf(x)dx.

e Ukoliko se oblast ¢iju povrsinu Zelimo da izracunamo nalazi izmedu krivih = f(y) i © = g(y), pri ¢emu je
na posmatranom intervalu [c, d] zadovoljeno da je f(y) > ¢(y), kao sto je prikazano na Slici 35 (levo), onda

se, potpuno analognim rezonovanjem (ilustrovanim na Slici 35 (desno)) kao pri izvodenju formule (10) dolazi
do rezultata da je

i 5= 415)

x

Slika 35: Oblast odredena graficima funkcija f i g na intervalu [c, d] na kom je f(y) > g(y). Zelimo da odredimo
povrsinu osencene oblasti (levo). Povrsinu aproksimiramo zbirom povrsina pravougaonika (desno).

e U opstem slucaju, oblast je uvek moguce posmatrati kao uniju dve ili viSe oblasti koje su, na nekim
(pod)intervalima ograni¢ene dvema krivama, od kojih je jedna kriva manja od druge na celom podintervalu.
Nekad je dekompozicija pogodnija na oblasti ograni¢ene “gornjom i donjom” krivom, a nekad je pogodnije
posmatrati “levu i desnu” krivu.

U nastavku ¢emo dati nekoliko ilustrativnih primera.

Primer 11.1. Odrediti povrsinu odredenu graficima krivih y(x) = 2% i y(z) = /.

Resenje: Oblast ¢iju povrsinu treba da odredimo prikazana je na Slici 36.

Vidimo da je oblast ograni¢ena odozgo krivom y(z) = v/z, a odozdo krivom y(z) = x?, na intervalu koji je
odreden tackama preseka ovih krivih. Tacke preseka odredujemo iz uslova
V=2 = z-2'=21-2%=0 = 2,=0 (y1=0), ro=1 (y2=1).

Kona¢no, trazena povrsina je
1

P:/Ol(\/%—:ﬁ)dng).

[0]=9



L y=nfx

Slika 36: Oblast odredena graficima funkcija y(z) = 22 i y(z) = v/z na intervalu [0, 1].

Primer 11.2. Odrediti povrsinu odredenu graficima krivih y(z) = 222 + 10, y(x) =4x +16, x =—-2ix =>5.

Resenje: Graficki prikaz oblasti ¢iju povrsinu treba da odredimo je uvek od velike pomoéi i dobro je da od
njega po¢nemo kad god smo u moguénosti. S obzirom na to da su krive koje ograni¢avaju oblast u ovom pimeru
tri prave i jedna parabola, nije tesko nacrtati oblast. Prikazali smo je na Slici 37.

Slika 37: Oblast odredena graficima funkcija y(z) = 22% + 10, y(z) =4z +16, z=—-21iz =5.

Sa slike uocavamo da posmatrana oblast ne ispunjava uslov da je na posmatranom intervalu ispod jedne, a
iznad druge krive, ¢iju razliku onda integralimo. U ovom slucaju moramo podeliti posmatranu oblast na tri dela
da bismo postigli da navedeni uslov bude ispunjen na svakom od tri podintervala polaznog intervala. Podintervale
¢emo odrediti na osnovu tacaka preseka krivih:

202 +10=42+16 = 2@+1)(z—-3)=0 = z,=-1, 23=3.

Podintervali integracije su, dakle [-2,—1], [—1,3], i [3,5], a traZzena povrsina se mozZe izracunati kao:

3 142

—1 5
/ (222 +10 — (42 + 16))dx + / (4 +16 — (222 + 10))dx +/ (222 +10 — (4z + 16))dx = =
3

-2 -1

1
Primer 11.3. Odrediti povrsinu odredenu graficima krivih z(y) = §y2 -3,1 ylx) =z —1.

Resenje: Uocavamo da je prva funkcija kvadratna funkcija po y, pa je njen grafik parabola sa horizontalnom
osom simetrije. Presek sa y osom, kao i koordinate temena ove parabole odredujemo na osnovu poznatih formula,
u kojima je ulogu nezavisne promenljive x preuzela promenljiva y. Tako dobijamo da parabola ima teme u tacki
(z,y) = (=3,0), a da y-osu sece u tackama y; = V6 i yo = —/6.

Na Slici 38 (levo) su prikazani grafici datih funkcija i oblast koju ogranic¢avaju.

Posmatrana oblast nema osobinu da je na nekom intervalu z-ose cela ispod jedne, a iznad neke druge krive.

Kao i u prethodnom primeru, oblast moramo podeliti na (bar) dve podoblasti. Uo¢avamo da podelom koja je
prikazana na Slici 38 (desno) postizemo zeljenu situaciju. Tacke preseka datih krivih, a samim tim i ta¢an polozaj
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1
Slika 38: Oblast odredena graficima funkcija z(y) = §y2 —3,1 y(z) =z —1 (levo). Ista oblast podeljena na dva

dela pravom z = —1 (desno).

vertikalne prave kojom smo izvrsili podelu oblasti, dobijamo na osnovu:

1
592—329‘*‘1 = (Y—-49w+2) =0 y1 =4, (v =5), Yo = =2, (w2 = —1).

Dakle, pravom x = —1 posmatrana oblast je podeljena na dve podoblasti. Prva se nalazi izmedu krivih
y=+vV2xr+61iy=—2x+6, adruga izmedu krivih y = v/2x +6 i y = x — 1. Ukupna povrsina date oblasti je

sada
5

P:/1 (\/2z+6—(—\/2x+6))dx+/ (V2246 — (z —1))dx = 18.

-3 -1

Ipak, ovaj zadatak smo mogli resiti i jednostavnije, uocavajuéi da, iako polazna oblast nije ograni¢ena jednom
krivom odozgo i jednom krivom odozdo na ¢itavom posmatranom intervalu, ona je ograni¢ena jednom krivom s
leva, i jednom krivom sa desna, na ¢itavom posmatranom intervalu; u ovom slucaju to je interval [—2,4] na y-osi.
To znaci da je trazenu povrsinu moguce izra¢unati i kao:

P:/42 ((y+1)—(;y2—3)>dy=18.

S obzirom da u ovom slu¢aju nije bilo potrebno deliti oblast, i da je bio dovoljan jedan (jednostavan) integral
za izracunavanje njene povrsine, ovaj postupak je jednostavniji i kraci.

11.2 Izracunavanje zapremine rotacionog tela

Posmatrajmo neprekidnu funkciju y = f(«) nad intervalom [a,b]. Obrtanjem oko z-ose, kriva y = f(x) opisuje
povrs koja sa ravnima x = a i * = b ogranicava telo zapremine V. Ovo telo naziva se rotaciono telo, a osim
rotacijom oko x-ose moze nastati rotacijom krive oko y-ose, ili oko bilo koje horizontalne ili vertikalne prave, ili
prave u opStem polozaju. Nas cilj u okviru ovog odeljka je da izra¢unamo zapreminu nastalog tela, pri ¢emu ¢emo
se ograniciti na tela nastala rotacijom oko jedne od koordinatnih osa. Situacija je ilustrovana na Slici 39.

Postupak za izracunavanje zapremine tela izvodimo prateéi istu ideju koju smo koristili i za izvodenje formule
za izratunavanje povrsine. Prvi korak nam je da podelimo interval [a, b] na podintervale tackama

a=ro <11 <...<xi1<x;<...<xTp=0>

na n delova. Duzina svakog podintervala je Azx; = x; — x;_1, a ove duzine mogu, a ne moraju, biti jednake.
U svakoj tacki x; posmatrajmo ravan normalnu na x osu. Svaka od ravni seCe posmatrano telo. Zapremina
celog tela jednaka je zbiru zapremina delova tog tela koji se formiraju izmedu uzastopnih ravni. Ako u svakom
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Slika 39: Grafik funkcije y = f(z) nad intervalom [a, b] rotira oko x-ose (levo). Pri tome nastaje (rotaciono) telo
zapremine V' (desno).

podintervalu intervala [a, b] uo¢imo proizvoljnu tacku z; € [z;-1, z;], onda se zapreminu svakog od (pod)tela formi-
ranih izmedu ravni 2 = 2; moze aproksimirati zapreminom valjka ¢ija je osnova B; = B(x}) krug sa polupreénikom
f(z¥), a visina valjka je Ax;:

V; = (“povrsina baze puta visina”) = B(x}) - Aw;.
Zbir ovih zapremina

i=1

predstavlja aproksimaciju polazne zapremine V. Ovo je ilustrovano na Slici 40.

Slika 40: Zapremina rotacionog tela aproksimirana zbirom zapremina odgovaraju¢ih valjaka.

Smanjenjem duzine podintervala, odnosno visine svakog valjka, aproksimacija zapremine postaje sve bolja,
odnosno odstupanje definisanog zbira od prave vrednosti zapremine postaje sve manje. Grani¢na vrednost sume,
pri proizvoljnom izboru tacaka x} i proizvoljnoj podeli intervala [a, b], kada max Az; — 0 jednaka je zapremini V'
posmatranog tela:

max Ax; —0

n b
V= lim ZB(mf) WAV TIES / B(x) dx .
i=1 @

Podintegralna funkcija B(z) (za koju je prethodnim postupkom bila definisana integralna suma) je funkcija
koja u svakoj tacki x € [a,b] daje povrsinu osnove aproksimativnog valjka (odnosno povrsinu preseka tela sa ravni
koja je u toj tacki normalna na z-osu). Kako je posmatrano telo nastalo rotacijom krive y = f(z), i svaka osnova
uocenih valjaka je krug poluprecnika f(x), jasno je da je

B(z) = (“ m puta kvadrat poluprecnika kruga za posmatrano z”) = 7f%(z) ,

i da je kona¢no

max Ax; —0

n b
V= lim wZ(f(mf))QAxZ = 7r/ f2(z) dx . (11)
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Primer 11.4. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom parabole y = x> — 4z + 5 oko x ose, izmedu ravni
r=1ix=4.

ResSenje: Zapremina koju treba da izra¢unamo prikazana je na Slici 41.

Y -
9 i 9
% g /
: , ; /-
i i -
5 5 \,/ y=x —dxt+9
4 —_—x 4 T T T x
A1 4 S 12 4
3 i’ ‘4 //\
1 1 \
0 \ 0
4 \ _1 \

Slika 41: Zapremina tela nastalog rotacijom parabole y = 2% — 4z + 5 oko z ose, izmedu ravni z = 11 z = 4.

U ovom sluc¢aju polupreénik osnove valjka kojim se (po delovima) aproksimira zapremina je jednak vrednosti
funkcije y = 2% — 4z + 5, a sama povrsine osnove je

B(z) = w(2? — 4z + 5)% = 7(z* — 82° 4 262 — 40z + 25) .
Tada je, na osnovu formule (11),

4 4

78
V:7r/ yz(;c)dx:ﬂ/ (x* — 823 + 262 — 402 + 25)dx = ?W .
1 1

Slede¢im primerom ¢emo ilustrovati moguénost da izratunamo zapreminu tela nastalog rotacijom krive oko
y-ose, kao i moguénost da odredimo zapreminu tela koje je (delom) “Suplje” - ovakvo telo mozemo opisati kao
razliku dva “puna’” tela.

Primer 11.5. Odrediti zapreminu tela koje nastaje rotacijom oko y-ose oblasti odredene krivama y = 'z iy = 2

u prvom kvadrantu.

ResSenje: Oblast ¢ijom rotacijom oko y-ose nastaje posmatrano telo graficki je prikazana na Slici 42. Na istoj
slici je skicirano i samo telo.

b2
T

Slika 42: Oblast odredena krivama y = /z iy = g u prvom kvadrantu (levo). Telo nastalo rotacijom ove oblasti
(desno).

Ukoliko primenimo istu ideju kao i do sada, uocavamo da je sada prirodno da telo “se¢emo” ravnima koje su
normalne na y-osu. Takode, u preseku sa ovim ravnima dobijaju se kruzni prsteni, jer je telo “Suplje”. U stvari,
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Slika 43: Presek posmatranog tela sa ravni koja je normalna na y-osu. U preseku se dobija kruzni prsten (levo).

x
Polupreénici osnova “spoljasnjeg” tela i Supljine odredeni su vrednostima funkcija y = ¥z iy = 1 (desno).

zapremina ovog tela se moze izracunati kao razlika dva tela: onog koje nastaje rotacijom “spoljasnje” krive, i onog
koje nastaje rotacijom “unutrasnje” krive; ovo poslednje je upravo Supljina ¢iju zapreminu treba oduzeti. Situacija
je ilustrovana na Slici 43.

Bi¢e nam potrebne funkcije oblika x = x(y), s obzirom da posmatramo rotaciju oko y-ose. Za date krive, to su
r=fily) =y’ 1 x=fuly) =4y.
Presec¢ne tacke ovih krivih su:
vYP=4y = yP—-49)=0 = y=0, yp=2, yz3=-2,

pri ¢emu y3 = —2 nije u prvom kvadrantu u kom je oblast koju posmatramo. Uocavamo da je spoljasnja povrs
koja odreduje telo nastala rotacijom krive x = f(y) = 4y, a unutrasnja (povrs koja odreduje Supljinu) je nastala
rotacijom krive z = fi(y) = y°.

Zapremina koju ra¢unamo je sada

5127
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11.3 Izracunavanje duzine luka (ravne) krive

Postupak za izra¢unavanje duzine luka (ravne, glatke) krive u ravni zasniva se na ideji da se, ako luk krive podelimo
na dovoljno male delove, svaki taj deo luka moze aproksimirati segmentom prave, a duzina takvog segmenta se lako
moze izracunati. Ukoliko podelu luka na delove pravimo tako da posmatrani segmenti budu sve manji, aproksimacija
duzine luka zbirom duzina duzi ée biti sve bolja, odnosno greska ¢e biti sve manja. U grani¢nom slu¢aju, limes
ovog zbira kada duzina svakog (i najduzeg) segmenta tezi nuli, dace taénu vrednost duzine luka posmatrane krive.

Veé u ovom trenutku je jasno da se ovaj postupak ne razlikuje od postupka za izracunavanje povrsine oblasti u
ravni, ili zapremine rotacionog tela, odnosno od definicije odredenog integrala; ta¢nije, jedina razlika je u tome Sta
sabiramo (tj. za koju funkciju formiramo integralne sume). Sve ostalo jasno ukazuje da ¢emo i u ovom slucaju za
izracunavanje posmatrane veli¢ine (duzine luka krive) primeniti odredeni integral odgovarajuée funkcije.

Ilustracija aproksimacije dela luka krive pomoéu duzi prikazana je na Slici 44. Posmatran je grafik funkcije
y = f(z) (u ovom konkretnom slucaju y(z) = ac%) na intervalu [a,b] (u ovom konkretnom slu¢aju [0,4]) i ilus-
trovana je ideja da se segment luka krive As, koji je odreden tackama (x,y) i (z + Az, y + Ay) priblizno izra¢una
(koriséenjem Pitagorine teoreme) kao v/ Az? + Ay?. Mada krivolinijski segment nije uvek toliko “prav” kao sto je
slu¢aj sa prikazanom funkcijom, ukoliko su vrednosti Az i Ay dovoljno male (odnosno, deo luka dovoljno kratak),
aproksimacija je dovoljno dobra.

Opisanu ideju éemo u nastavku malo preciznije formulisati.

Posmatrajmo funkciju y = f(x) i pretpostavimo da je njen prvi izvod, f’(z), neprekidna funkcija nad intervalom
[a,b] (za takvu krivu kazemo da je glatka). Podelimo luk krive y = f(z), izmedu tacaka A(a, f(a)) i B(b, f(b)),
tackama

A= My, My,...,M;_1,M;,...,M, =B.
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Slika 44: Segment As luka krive y(x) = 2% moze se aproksimirati segmentom prave linije.

Tacke M; pripadaju luku posmatrane krive i formiraju izlomljenu (mnogougaonu) liniju ¢ija duzina aproksimira
duzinu luka krive AB. Koordinate tacaka M; su (z;, f(z;)), za i = 1,2,...,n. Neka je Ax; = x; —x;—1 i
Ay = f(x;) — f(@i-1). Tada je

Ax;
2
N <f(xv)f($i—1)> Az
Ti — Tj—1

Kako su, po pretpostavci, funkeije f(z) i f'(z) neprekidne nad zatvorenim intervalom [a,b], sledi da su one
neprekidne nad svakim intervalom [z;_1,2;], za ¢ = 1,2,...,n. Tada, prema Teoremi o srednjoj vrednosti (La-
granzova teorema), postoji tacka x¥, takva da je x;,_1 < xF < x;, za koju vazi da je

f(Iz) - f‘(xi—l) _ f’(x;‘) ’
Tj — Tj—1
pa je
As; = /1 + f2(xf) - Az, .

Duzina luka AB krive definise se kao grani¢na vrednost duzina upisane izlomljene linije MoM;M> ... M, , kada
max As; tezi nuli. Ako se sa s obelezi duzina luka, tada je

= i Asi = li W.A i 12
s maxlAn:,vliHOZ:l 5 maxlArggliﬁ(); +f ((EZ) x ( )

Zbir Y1 /14 f?(x})- Az; je integralna suma neprekidne funkcije /1 + f’?(z). a posmatrana grani¢na
vrednost uvek postoji, nezavisna od izbora tacke x7 i nacina podele tackama My, My, ..., M, To znaci da se moze
pisati

b b
s = / V1+ f2(x)dz = / V1+y?(z) de . (13)

Primer 11.6. Izracunati duzinu luka krive y = 22, od tacke A(0,0) do tacke B(4,8).



Resenje: Ovo je pitanje koje je ilustrovano na Slici 44. Koristeéi formulu (13) dobijamo:

/\/7@—/./1+ Srde = = mdx

r+4=t = 9z+4=t> 9dr=2dt |,

Uvodeéi smenu

dobijamo

40 3
1 Vo £3 VA0
- . tdt:—‘ 10v/10 — 1) ~ 9.07 .
s /2 27 I 27( )

Primer 11.7. Izracunati duZinu luka jedinicne centralne kruznice.
Resenje: Jednacina krive koju posmatramo je
2?4yt =1,
§to odgovara dvema funkcijama u eksplicitnom obliku:

y=file)=vVi-az i y=fola)=—v1—22.

Grafici ovih funkcija su, redom, gornja i donja jedini¢na centralna polukruznica. Duzinu svakog od lukova u
opstem slucaju ra¢unamo nezavisno (posebno), ali u ovom sluéaju koristimo simetriju, odnosno ¢injenicu da su
duzina donje i gornje polukruznice jednake. Mozemo uociti i da je duzina polukruznice jednaka dvostrukoj duzini
Cetvrtine kruznice u prvom kvadrantu (za koju z € [0, 1]). S obzirom da je

= (h@) = = WP =14 = !

1—22 1-—22

dobijamo da je

1
s=4 \/ 2dx = 4/ ,/ / dr = 4arcsinxz| =27 .
0 o V1 —362 0

Ovo je, naravno, rezultat koji smo ocekivali. Treba uociti, medutim, da situacija kada treba da izra¢unamo deo luka
zatvorene krive dovodi (¢esto) do potrebe da rastavljamo problem na dva dela, jer luk nije grafik funkcije (veé vise
funkeija). Ovo ponekad komplikuje resavanje. Moguénost da problem izbegnemo pruza koriséenje parametarskih
jednacina krive, i odgovarajuce formule za duzinu luka.

Ukoliko je kriva zadata u parametarskom obliku,
:L':$(t), y:y(t)a za 1€ [tO;tl]v
gde su z; i y; neprekidne funkcije, i z, > 0, za t € [to, t1], duzina luka te krive izmedu tacaka A(a, f(a)) i B(b, f(b)),

koje se dobijaju za vrednosti parametra t = ty, odnosno ¢t = t; moze se izra¢unati polazeéi od formule (13).

/
Kako je y/(z) = y—f iuz to dz = z}(t)dt, uvrstavanjem u formulu (13) dobijamo
Ty

(t)
(t)

@O GO dt (14)

—_
w\

/de

H~\

Primer 11.8. Koristeéi parametarske jednacine, izracunati duZinu luka jedinicne centralne kruznice.
Resenje: Parametarske jednacine jedini¢ne centralne kruznice su
x(t) = cost y(t) =sint, t €10,27] .

Tako ovakav zapis omoguéava da integralimo po ¢itavoj duzini luka (zatvorene) krive, bez potrebe da delimo kruznicu
na donju i gornju polukruznicu, i ovde mozemo koristiti osobinu simetrije. To zna¢i da mozemo posmatrati ¢etvrtinu
kruznice u prvom kvadrantu, §to odgovara promeni parametra ¢ duz intervala [0, 7].

Kona¢no, koristeéi formulu (14), dobijamo da je

8—4/ V(@) + (i (t 2dt—4/ V/(=sint)? + cost)2dt:4/2dt—
0

3
=27.
0
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12 Funkcije viSe promenljivih

Sva pitanja kojima smo se do sada bavili u vezi sa funkcijama odnosila su se na funkcije f : R — R, odnosno
funkcije koje, na osnovu nekog zadatog pravila preslikavanja y = f(x) jednom realnom broju pridruzuju neki drugi
realan broj. Ovakve funkcije se zovu skalarne funkcije jedne (realne) promengive.

Preslikavanja mozemo posmatrati i u slu¢ajevima kada je broj nezavisnih promenljivih (ulaznih veli¢ina) veéi
od jedan, a takode i kada je broj zavisnih promenljivih (izlaznih veli¢ina) veéi od jedan. U najopstijem slucaju,
dakle, mozemo posmatrati funkcije oblika

f:R" — R™ m,n € N.

Kada je m = 1, govorimo o skalarnim funkcijama, a kada je m > 1 govorimo o vektorskim funkcijama. Vektorskim
funkcijama ¢emo se malo viSe baviti u okviru kursa Matematicke analize 2, a sada ¢emo ostati u domenu skalarnih
funkcija. Medutim, umesto da posmatramo situaciju kada je n = 1, sto odgovara funkcijama jedne promenljive,
dozvoli¢emo vrednosti n > 1 i uvesti pojam funkcija vise promenljivih. Dakle, posmatra¢emo preslikavanja

f R =R,
za koja ¢e pravilo preslikavanja biti oblika
y= flx1,29,...,2,) , (x1,22,...,2n) ER" | yeR.

U vezi sa ovakvim funkcijama interesantna su ista pitanja kao i kada je re¢ o funkcijama jedne promenljive:
pitanje domena, grani¢nih vrednosti, neprekidnosti, izvoda, integrala. Uo¢i¢emo da, uopstavanjem pojmova, neki od
njih postaju znacajno slozeniji, kao s$to je, recimo, slu¢aj sa pojmom grani¢ne vrednosti funkcija vise promenljivih.
Takode, uopstavanja se ponekad mogu vrsiti na razlicite nacine, pa uopsStavanjem jednog pojma definisanog za
funkcije jedne promenljive moZemo dobiti niz razli¢itih pojmova koji se odnose na funkcije vise promenljivih.
Primer je pojam odredenog integrala, koji éemo uopstiti na nekoliko razli¢itih na¢ina u okviru kursa Matematicke
analize 2.

Uveri¢emo se, takode, da ¢esto ne postoji sustinska razlika medu funkcijama i odgovaraju¢im definisanim poj-
movima u zavisnosti od toga koliko je n, ukoliko je veée od 1. Drugim re¢ima, esencijalni korak pri uopstavanjima
pravimo prelazeéi sa funkcija jedne promenljive na funkcije dve promenljive; dalje poveéavanje broja promenljivih
Cesto ne donosi niSta novo. S obzirom na poslednje navedeno zapazanje, u nastavku ¢emo se najviSe baviti funkci-
jama dve i, u izuzetnim sluc¢ajevima, tri promenljive (dakle posmatracemo slucajeve kada je n = 2 i kada je n = 3).
Dodatni motiv za ovo ogranicenje je i to $to se funkcije sa vise od dve promenljive ne mogu graficki predstaviti.
Interpretacija funkcija tri promenljive je Cesto takva da se uzima da je jedna od nezavisnih promeljivih vreme, pa
se prati promena nekih funkcionalnih zavisnosti (fizickih veli¢ina i sl.) u 3D prostoru tokom nekog vremenskog
intervala.

U okviru velikog broja tema koje se odnose na funkcije vise promenljivih odabra¢emo samo jedan mali broj kojim
¢emo se ovde pozabaviti. Nakon navodenja nekih osnovnih pojmova o trodimenzionalnom (euklidskom) prostoru,
i nekih osnovnih primera funkcija vise promeljnivih, uveséemo pojam parcijalnih izvoda i totalnog diferencijala
funkcija vise promenljivih. Nakon toga ¢emo nauciti jos samo kako da odredimo lokalne ekstremne vrednosti ovih
funkcija. Znacajan broj preostalih tema ¢emo detaljnije prouciti u okviru Matematicke analize 2.

12.1 Osnovni pojmovi - 3D prostor, neke osnovne funkcije dve promenljive
Grafik funkcije y = f(z) je skup tacaka (x,y) € R? koje zadovoljavaju dato pravilo preslikavanja. To znaci da

smo grafik funkcije jedne promenljive predstavljali u dvodimenzionalnom (pravouglom, Dekartovom) koordinatnom
sistemu. Ovaj sistem odreden je dvema uzajamno ortogonalnim koordinatnim osama.
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Grafik funkcije z = f(z,y) je, analogno, skup tacaka (z,vy, 2) € R? koje zadovoljavaju dato pravilo preslikavanja.
Grafik funkcije dve nezavisne realne promenljive naziva se povrs i prikazuje se u trodimenzionalnom (3D) pravou-
glom koordinatnom sistemu. Ovakav koordinatni sistem, sa tri uzajamno ortogonalne koordinatne ose, prikazan je
na Slici 45.

Slika 45:

Tacka P(zx,y, z) je proizvoljna tacka 3D prostora, a x, y, z su njene koordinate i odgovaraju, redom, projekcijama
tacke P na koordinatne ose x, y i z. Takode, tacke @, S, i R su, redom, projekcije tacke P na koordinatne ravni
xy, xz 1yz. Uotimo da sve tacke zy-ravni imaju koordinate oblika (x,y,0), da sve tacke zz-ravni imaju koordinate
oblika (z,0, 2), i da sve tacke yz-ravni imaju koordinate oblika (0, y, z). Karakteristika tacaka x-ose je da su oblika
(z,0,0), tacke y-ose su oblika (0, y, 0), a tacke z-ose su oblika (0, 0, z). Koordinatni pocetak se uobicajeno obelezava
sa 0(0,0,0).

Rastojanje izmedu tacaka Pi(x1,y1,21) 1 Pa(x2,ye, 22) racuna se pomocu formule

d(Pr, P2) = /(22 — 1) + (y2 — y1)2 + (22 — 21)% .

Prikazac¢emo graficki neke skupove tacaka. Naglagavamo da nismo u moguénosti da predstavimo prostor R™ za
n > 3, pa Ce se, u skladu sa tim, i nasi naredni primeri odnositi na jedno-, dvo- i trodimenzionalne prostore.

Primer 12.1. Prikazati graficki skup tacaka koji zadovoljava uslov x = 3, u R, u R? i u R3.

ResSenje: Kao sto ¢emo se upravo uveriti, graficki prikazi skupova tacaka koji zadovoljavaju navedeni uslov
x = 3 se znacajno razlikuju u zavisnosti od toga u kom prosturu ih posmatramo.

U R trazeni skup sadrzi samo jednu tacku, kao sto je prikazano na Slici 46(levo).

U prostoru R? trazeni skup tacaka ima koordinate oblika (3,%) i obrazuje pravu normalnu na z-osu, kao §to je
prikazano na Slici 46(sredina).

Konaéno, u prostoru R? datom jednaéinom je odredena ravan paralelna sa yz-ravni, kao §to je prikazano na
Slici 46(desno). Ove tacke imaju koordinate oblika (3, y, z), odnosno proizvoljnu vrednost druge i treée koordinate.
Na taj nacin opisuju prikazanu ravan.

Lo
w

Slika 46: Skup tacaka koji zadovoljava jednacinu z = 3 u R (levo); u R? (sredina); u R? (desno).
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Primer 12.2. Prikazati graficki skup tacaka koji zadovoljava uslov x> + 3> = 4, u R? i u R3.

Resenje: Ovim primerom samo jo$ jednom naglasavamo ono $to smo prikazali prethodnim primerom. Ovde
ujedno mozemo uociti i da trazeni skup tacaka, definisan uslovom koji uklju¢uje dve promenljive, ne mozemo
prikazati u R.

Skup koji u R? zadovoljava uslov x2 4+ 3> = 4 predstavlja centralnu kruznicu poluprecnika 2. Ovo je prikazano
na Slici 47(levo).

Za tacke prostora R? koje ispunjavaju navedeni uslov karakteristiéno je da njihova z-koordinata moze imati
proizvoljnu vrednost (nikakva ograni¢enja nisu postavljena). To dovodi do zakljucka da trazene tacke pripadaju
povrsi koja u preseku sa (svim) ravnima normalnim na z-osu generiSe koncentri¢ne kruznice poluprecnika 2. Ovaj
“stek” kruznica formira cilindri¢nu povrs prikazanu na Slici 47(desno).

¥
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Slika 47: Skup tacaka koji zadovoljava jednacinu 2 4+ 3* = 4 u R? (levo); u R? (desno).

Napomenimo jo§ i da iz prethodnog ne treba zakljuéiti da u prostoru R® ne mozemo definisati kruznicu (ili
neku drugu krivu), veé samo povrsi. Na primer, skup tacaka koji u R3 zadovoljava uslove 42 =4iz=5je
kruznica sa centrom na z-osi (u tacki (0,0, 5)), poluprec¢nika 2.

U nastavku ¢emo navesti jednacine nekih povrsi koje se veoma cesto pojavljuju u praksi i sa kojima ¢emo se
Cesto sretati. Prikazademo ih graficki. Naglasavamo da je crtanje grafika funkcija dve promenljive daleko sloZeniji
postupak nego onaj koji koristimo za crtanje grafika funkcija jedne promenljive (a uz to grafike funkcija sa vise
od dve promenljive uopste ne mozemo da predstavimo). Zbog toga praktiéno nikad neéemo ni pokusavati da
graficki predstavimo neku opstu funkciju dve promenljive; uglavnom ¢emo se, bar kad je o graficima re¢, zadovoljiti
koriséenjem manjeg skupa “poznatih” povrsi (grafika). Ovu grupu ¢éine tzv. pouvrsi drugog reda, i to samo jedan
uzi izbor ovih povrs§i. Prikaza¢emo ih u nastavku.

Napomenimo jos samo da je opsti oblik povrsi drugog reda

Az? + By  + C22 + Day+ Exz+ Fyz+Go + Hy+ Iz +J =0, (15)

pri ¢emu su A, B, C, D, E, F, G, H, I, J konstante. Za razne vrednosti konstanti dobijaju se razliciti tipovi
povrsi.

Ravan: Prva povrs koju navodimo nije u pravom smislu povrs drugog reda, jer se dobija (samo) kada su svi
koeficijenti uz nelinearne ¢lanove u jednacini (15) jednaki nuli. Dakle, opsta jednacina ravni je ax + by + ¢z +d = 0,

x z
pri ¢emu je @ = (a, b, ¢) vektor normale na tu ravan. Segmentni oblik jednacine ravni, 7 + Yy + — =1 omogucava

direktno “citanje” koordinata tacaka preseka ravni sa koordinatnim osama: tacke (I,0,0), (0,p,0) i (0,0,q) su,
redom, tacke preseka ravni sa z-, y-, i z-osom. Primer je prikazan na Slici 48. Ravan je data jednacinom z =

12 — 3x — 4y. Segmentni oblik, % + % + % =1, pokazuje da su tacke preseka ravni i koordinatnih osa, redom,
(4,0,0), (0,3,0) i (0,0,12).

Nivo linije povrsi: Jedan od nacina da steknemo neku ideju o tome kako povrs izgleda je da posmatramo
njene nivo-linije. Dobijamo ih kada fiksiramo vrednosti funkcije z, odnosno posmatramo krive oblika

F(z,y) =C, CeR.
Na ovaj nac¢in generiSemo familiju krivih koje predstavljaju preseke posmatrane povrsi sa horizontalnim ravnima

z = C. “Stek” ovih krivih predstavlja posmatranu povrs. Za z = 0, specijalno, dobijamo presek povrsi xy-ravni.

105



Slika 48: Grafik funkcije z = 12 — 3x — 4y; ovo je jednacina ravni.

Primer je prikazan na Slici 49, gde su naznacene nivo-linije povrsi z = y/x2 + y2. Na levoj strani Slike 49 nivo
linije su prikazane u 3D prostoru, a na desnoj strani su nivo-linije prikazane kao krive u xy-ravni; tacnije, prikazane
su projekcije nivo-linija na xy-ravan. Uz malo dodatne analize (u opStem slucaju, posmatranjem projekcija povrsi
na preostale dve koordinatne ravni, odnosno fiksiranjem vrednosti promenljivih z = 01y = 0, i/ili posmatranjem
nivo linija za koje je z = C'ili y = C'), mozemo formirati kompletnu sliku o datoj povrsi. U ovom slucaju nije tesko
zakljuciti da je posmatrana povrs konus.

Slika 49: Nivo-linije povrsi z = y/22 + y? prikazane u 3D prostoru (levo) i njihove projekcije u xy-ravni (desno).

Paraboloid: Opsti oblik jednacine paraboloida je
z—c=A(r —a)® + By —b)?, za A-B>0.

Ovako je prikazan paraboloid sa osom koja je paralelna z-osi i prodire zy-ravan u tacki (a,b,0). U zavisnosti od
vrednosti koeficijenata, paraboloid moze biti elipti¢an ili kruzni (5to je odredeno oblikom nivo-linija), sa temenom
u tacki (a, b, c) koje je lokalni minimum ili lokalni maksimum. Neki primeri su dati na Slici 50. Zamenom uloga
promenljivih dobijaju se paraboloidi ¢ije su ose paralelne sa bilo kojom od koordinatnih osa.
Konus: Jednacina (dvostranog) konusa (sa osom paralelnom z-osi) je karakteristi¢nog oblika
(z —¢)> = A% (x — a)® + B*(y — b)*,
odakle se dobijaju jednacine

z=c+\/A(x —a)? + B(y — b)? i z=c— Az —a)2+ Bly—b)?2.
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Slika 50: Grafik funkcije z = 2% + 2y? — 4; ovo je jednacina kruznog paraboloida ¢ije je teme lokalni minimum.
Jednacina z = —x? — 2y? + 6 odgovara kruznom paraboloidu koji je otvoren nadole. Jednacina z = A 2 + B? />
je opsta jednacina eliptiénog paraboloida sa temenom (minimumom) u koordinatnom pocetku.

Vrh konusa je tacka (a,b,c). Nivo-linije konusne povrsi mogu biti kruznice (A = B) ili elipse (A # B). Primer
dvostranog konusa sa temenom u koordinatnom pocetku je prikazan na Slici 51(levo).

Cilindar: Jednacina cilindri¢ne povrsi se prepoznaje po odsustvu jedne promenljive: opsti oblik joj je
A*(x—a)® +B*(y—b)?=0C?.

Osa ove cilindri¢ne povrsi je paralelna sa z-osom i prodire zy-ravan u tacki (a, b,0). Zamenom uloga promenljivih
mogu se generisati cilindri ¢ije su ose paralelne drugim koordinatnim osama. Ovo je elipti¢na cilindri¢na povrs ako
je A # B (nivo-linije su elipse). Kruzni cilindar se dobija za A = B (nivo-linije su kruznice). Primer elipti¢nog
cilindra ¢ija je osa z-osa je prikazan na Slici 51(desno).

Slika 51: Konusna povrs kojoj odgovara jednacina z° = A? z? + B? 42 (levo). Cilindriéna povrs data jedna¢inom
r? = A% 22 + B? y? (desno).

Elipsoid: Opsti oblik jednacine elipsoida je

(w-af =D (=cp

A2 B2 c? L.

Centar ovog elipsoida je u tacki (a, b, c), a poluose (odsecci koje formira na koordinatnim osama) su mu A, B, i
C. Ukoliko je A = B = C, jednacina odgovara sferi poluprecika A. Primer elipsoida sa centrom u koordinatnom
pocetku prikazan je na Slici 52.
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Slika 52: Elipsoid sa centrom u koordinatnom pocetku i poluosama A, B, i C, dat je jednac¢inom
2 2 2

x y z

Vel + B2 + o2 =1.

12.2 Oblast definisanosti, grani¢na vrednost i neprekidnost funkcija vise promenljivih
12.3 Parcijalni izvodi i totalni diferencijal
12.4 Geometrijska interpretacija - Tangentna ravan i normala na povrs

12.5 Ekstremne vrednosti funkcija vise promenljivih

Uopsti¢emo postupak odredivanja lokalnih ekstremnih vrednosti funkcije jedne promenljive tako da ga mozemo pri-
meniti na funkcije vise promenljivih. Pre svega, definisacemo sta podrazumevamo pod pojmom lokalnog ekstrema.
Definicije i tvrdenja ¢emo formulisati za funkcije dve promenljve; uopstenja na slucaj tri i vise promenljivih su
direktna (osim ako nije drugacije naglaseno).

Definicija 12.1. Funkcija z = f(x,y) tma u tacki (xzo,yo) lokalni ekstrem ako je u nekoj okolini tacke (xq,yo)
prirastaj funkcije Nz = f(z,y) — f(xo,y0) stalnog znaka. Pri tome

o Ukoliko je Az < 0 za sve (x,y) iz uocene okoline, onda je (xo,yo) tacka lokalnog maksimuma funkcije f;

o Ukoliko je Az > 0 za sve (x,y) iz uocene okoline, onda je (xg,yo) tacka lokalnog minimuma funkcije f.

Ako je Az = f(x,y) — f(zo,y0) <0, tj. kada je f(z,y) < f(xo,y0) za sve tacke iz posmatrane okoline, jasno
je da funkcija u tacki (zg,yo) postize (lokalno) najveéu vrednost. Analogno, ako je Az = f(z,y) — f(xo,y0) > 0,
znaci da je f(x,y) > f(x0, o), odnosno da funkcija u tacki (zg,yo) postize (lokalno) najmanju vrednost.

Dalje, u vezi sa ispitivanjem ekstremnih vrednosti funkcije, i kod funkcija vise promenljivih su nam, kao i kod
funkcija jedne promenljive, znacajne stacionarne tacke funkcije.

Definicija 12.2. Tacka (zg,yo) je stacionarna tacka funkcije z = f(x,y) ukoliko je zadovoljeno da je

fa(@o,y0) = fy(0,y0) = 0.

Dalje, navodimo (bez dokaza) potreban uslov da funkcija z = f(z,y) ima u tacki (zg, yo) lokalni ekstrem:

Teorema 12.1. (Potreban uslov za postojanje ekstrema) Ako je tacka (xo,yo) ekstremna tacka funkcije z = f(x,y),
onda je (xo,y0) stacionarna tacka te funkcije.

Na osnovu navedenog tvrdenja znamo da tacka koja nije stacionarna ne moze da bude ni ekstremna za pos-
matranu funkciju. ZakljuCujemo da je prvi korak u odredivanju ekstremnih vrednosti funkcije odredivanje skupa
njenih stacionarnih tacaka; ukoliko funkcija ima ekstreme, oni se mogu nalaziti samo u skupu stacionarnih tacaka.

Navedeni uslov je, kao $to je i naglaseno, potreban. Da nije dovoljan ilustruje slede¢i primer.

Primer 12.3. Odrediti stacionarne tacke funkcije f(x,y) = xy i utvrditi da li funkcija ima ekstremnih tacaka.
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ResSenje: Da bismo odrediti stacionarne tacke, odredi¢emo parcijalne izvode prvog reda date funkcije, iz-
jednaciti ih sa nulom i resiti dobijeni sistem jednacina.

fo = y=0

je odgovarajuéi sistem jednacina, koji se u ovom sluc¢aju izuzetno jednostavno resava. Njegovo jedino reSenje je
tacka A(0,0). To je i jedina stacionarna tacka ove funkcije.

Da bismo proverili da li je A i ekstremna tacka, koristi¢emo Definiciju 12.1. Uoc¢avamo da je vrednost funkcije
u tacki A jednaka f(0,0) = 0. Ukoliko bi tacka A bila ekstremna, za sve vrednosti « i y u nekoj okolini tacke (0, 0)
vrednost funkcije bi morala biti istog znaka - ili svuda pozitivna, ili svuda negativna. Medutim, lako je uociti da
ovo nije slucaj, odnosno da vazi:

f(z,y) >0 akosu z iy istog znaka (odnosno ako su u prvom ili treéem kvadrantu zy-ravni);
flz,y) <0 ako su z iy suprotnog znaka (odnosno ako su u drugom ili ¢etvrtom kvadrantu xy-ravni).

Zaklju¢ujemo da A nije ekstremna tacka posmatrane funkcije. Kako je ovo jedina stacionana tacka, funkcija nema
ekstrema.

Grafik funkcije f(x,y) = ay prikazan je na Slici 53. Uocavamo da, posmatrano iz tacke A(0,0), funkcija u
nekim pravcima raste, a u nekim opada. Stacionarna tacka sa takvom osobinom naziva se sedlasta tacka.

Slika 53: Grafik funkcije f(x,y) = zy. Tacka (0,0) je sedlasta tacka ove funkcije.

Jasno je da ¢emo uvek odredivati stacionarne tacke funkcije, kao prvi korak u odredivanje ekstremnih vrednosti.
U prethodnom primeru bilo je veoma jednostavno odrediti stacionarne tacke. Uocavamo, medutim da postupak
uvek podrazumeva resavanje sistema jednacina, koji je u opstem slucaju nelinearan. Kako za resavanje nelinearnih
sistema ne postoji opsti algoritam, moze se dogoditi i da ne mozemo da ga re§imo, ili da reSavanje, u najmanju
ruku, iziskuje poprilican trud. Ovaj korak u odredivanju ekstremnih vrednosti je, prakti¢no, “neizvestan” pa jedino
od njega zavisi na§ uspeh u reSavanju problema.

Cinjenica je, ipak, i da postupak provere da li je uocena stacionarna tacka funkcije i njena ekstremna tacka koji
se zasniva na Definiciji 12.1, i koji smo sproveli u prethodnom primeru, nije praktican u opstem slu¢aju. Ponasanje
funkcije treba ispitati u svim pravcima kretanja unutar neke okoline stacionarne tacke, a to nije uvek jednostavno
raditi direktno. Zato bi nam veoma odgovaralo da raspolazemo nekim dovoljnim uslovom za postojanje ekstrema
funkcije. Takav dovoljan uslov je, kada je re¢ o funkcijama jedne promenljive, uslov da je drugi izvod posmatrane
funkcije u stacionarnoj tacki razli¢it od nule. Ispostavlja se da i za funkcije vise promenljivih mozemo formulisati
dovoljan uslov za postojanje ekstrema koji se “oslanja” na druge parcijalne izvode i totalni diferencijal drugog reda.
Sledeéa dva takva uslova navodimo bez dokaza.
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Teorema 12.2. (Dovoljan uslov za postojanje ekstrema) Ako za funkciju z = f(z,y) u stacionarnoj tacki (xo,yo)
vazi

o d?z(z0,y0) < 0 uvek kada je (dz,dy) # (0,0), onda je (xo,vo) tacka lokalnog maksimuma funkcije f;
o d’z(xq,y0) > 0 wvek kada je (dz,dy) # (0,0), onda je (xg,y0) tacka lokalnog minimuma funkcije f;

o d?z(z0,y0) menja znak za razlicite vrednosti (dx,dy), onda (zo,yo) nije ekstremna tacka funkcije f.

U vezi sa navedenim uslovom napominjemo da se on moze lako uopstiti i primeniti na funkcije sa vise od dve
promenljive. Takode, vazno je uociti da ovaj kriterijum uvek daje konacan odgovor da li je posmatrana stacionarna
tacka funkcije njena ekstremna tacka, ili ne.

Teorema 12.3. (Dovoljan uslov za postojanje ekstrema) Za funkciju z = f(x,y) u stacionarnoj tacki (xo,yo)
posmatramo izraz

D(z0,y0) = frx(x0,y0) - fr,(T0,%0) — (falfly(x07y0))2

Tada vazi:

e ako je D >0, funkcija ima ekstrem u tacki (xo,yo), @ pri tome

— ako je fI (xo,y0) > 0, funkcija ima lokalni minimum;

— ako je fi (z0,y0) < 0, funkcija ima lokalni maksimum;

e ako je D <0, funkcija nema ekstrem u tacki (zo,yo);

e ako je D =0, ovaj metod ne daje odgovor o postojanju ekstrema funkcije u tacki (zo,yo).

Za razliku od uslova iz Teoreme 12.2, za uslov iz Teoreme 12.3 uo¢avamo da postoji moguénost da ne mozemo
odrediti da li je uocena tacka ekstremna ili nije. U takvom sluc¢aju odgovor o ekstremu moramo potraziti koristeéi
dovoljan uslov iz Teoreme 12.2. U vezi sa uslovom iz Teoreme 12.3 napominjemo i da je on formulisan samo za
funkcije dve promenljive i da se ne moze direktno uopstiti i primeniti na funkcije sa vise promenljivih. Cinjenica je,
medutim, da uslov iz Teoreme 12.3, kada se moze primeniti, veoma brzo i lako daje odgovor na pitanje o postojanju
ekstrema, §to ga, uprkos navedenim “nedostacima’”, ¢ini veoma popularnim.

U nastavku ¢emo sve navedeno primeniti u odredivanju ekstremnih vrednosti nekih zadatih funkcija.

Primer 12.4. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f(x,y) = 2* + y* — 3xy.

Resenje: Prvi korak u postupku je odredivanje stacionarnih tacaka. Odredujuéi parcijalne izvode, izjednacavajuci
ih sa nulom i resavajuc¢i odgovarajuci sistem jednacina, dobijamo:
fl = 322 -3y=0 = 2=y,
fy = 3y> =3z =0 = y: =

Uvrstavanjem prve jednacine u drugu dobijamo da je

=2 = z@*-1)=0 = 2,=0, m;=1

a tada je y1 = 0, yo = 1, pa su stacionarne tacke ove funkcije A(1,1) i B(0,0).

Drugi korak je provera da li su stacionarne tacke istovremeno i ekstremne, za Sta koristimo jedan od navedenih
dovoljnih uslova. Za primenu bilo kog od njih potrebni su nam parcijalni izvodi drugog reda.

fC/E/CE:6x7 f:;/y:_37 f;’yZGy'

Ispita¢emo postojanje ekstrema primenom Teoreme 12.2, odnosno, ispitatemo znak diferencijala drugog reda u
okolini svake od stacionarnih tacaka.

Za tacku A(1,1) je

T

1
d?z(1,1) = 6 dz® — 6 do dy + 6 dy* = 6 <(dac - §dy)2 + ( dy)2> >0.
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Da bismo konaéno zakljuéili da je A ekstremna tacka, moramo potvrditi da je d?z(A) = 0 jedino u slucaju kada je
(dz, dy) = (0,0).
Kako je d?z(A) (pozitivni) umnozak zbira kvadrata, jasno je da ovaj izraz moze biti nula samo kada je

|
do—Sdy=0 i ?dyzo

a reSavanjem ovog linearnog (trougaonog) homogenog sistema jednacina po dzx i dy dobijamo da je njegovo jedino
resenje (dz, dy) = (0,0). (Podse¢amo se da se ovakvo resenje homogenog sistema linearnih jednacina zove trivijalno
resenje.)

Kako je ovim ispunjen dovoljan uslov naveden u Teoremi 12.2, zakljucujemo da je A(1,1) ekstremna tacka
posmatrane funkcije. S obzirom na znak diferencijala drugog reda, tatka A je minimum funkcije.

Za tactku B(0,0) je
d*2(0,0) = —6 dx dy

a ovaj izraz menja znak za razli¢ite izbore vrednosti dzx i dy. Na osnovu Teoreme 12.2 zaklju¢ujemo da tacka B(0,0)
nije ekstremna tacka posmatrane funkcije.

Iustrova¢emo i primenu Teoreme 12.3 za utvrdivanje da li su A i B ekstremne tacke (odnosno, resi¢emo zadatak
i na drugi nacin).
Za tacku A vrednost izraza D je
D(1,1)=6-6—(=3)*> >0

odakle zakljuéujemo da je A ekstremna tacka funkcije. S obzirom da je f2 (1,1) =6 > 0, zaklju¢ujemo da je A
tacka lokalnog minimuma funkcije.

Za tatku B vrednost izraza D je
D(0,0)=0-0—(=3)2<0

odakle zaklju¢ujemo da B nije ekstremna tacka posmatrane funkcije.

Primer 12.5. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f(x,y,z) = x> 4+ y? + 22

ResSenje: S obzirom da je ovde re¢ o funkciji tri promenljive, odmah uotavamo da ne mozemo primeniti
Teoremu 12.3, veé da moramo odrediti totalni diferencijal drugog reda u (svakoj) stacionarnoj tacki funkcije i
ispitati stalnost njegovog znaka.

Kako je

ul, = 32? uy, =2y, u, =2z,
zakljucujemo da je uj, = 0 za x = 0, i da je u;, = 0 zay = 0, i da je u, = 0 za z = 0. To znati da je jedina
stacionarna tacka posmatrane funkcije tacka A(0,0,0).

Dalje odredujemo parcijalne izvode drugog reda i formiramo totalni diferencijal drugug reda u tacki A. Drugi
parcijalni izvodi su

ul, =6z, u;’y:ugz:o, ugy:2, uZZ:O, ul, =2.

Totalni diferencijal drugog reda funkcije tri promenljive je definisan kao

d*u(x,y, 2) = ull, da* + Uy, dy? +ul, dz* +2 Uy, do dy + 2wy, do dz + uy,, dy dz

4 x T
a u tacki A je
d*2(0,0,0) =2dy* +2dz*>0.

Na pitanje kada je dz> (A) = 0 odgovor je, dakle, da je to samo ako je dy = dz = 0. Medutim, uo¢avamo da ne postoji
uslov zbog kog bi tada i dz moralo biti nula, pa zakljuéujemo da je dz*(A) = 0 kad god je (dx,dy, dz) = (dz,0,0),
§to ne ispunjava uslov Teoreme 12.2, pa tacka A nije ekstremna taCka posmatrane funkcije.

Kako funkcija nema drugih stacionarnih tacaka, ona nema ni ekstremnih vrednosti.

Primer 12.6. Odrediti ekstremne vrednosti funkcije f(x,y) = z* + y* — 2% — 2zy — 9/°.



ResSenje: S obzirom da je
fl=da® — 22— 2y, f?;:4y3—2y—2x,
izjednacavanjem sa nulom dobijamo sistem jednacina
20 =x+y, 2P=z+y,

odakle je
P=y = 2=y = 28=2r = 2@@*-1)=

Zakljucujemo da su stacionarne tacke date funkcije
A(1,1), B(-1,-1) C(0,0) .

Dalje, pokusa¢emo da odredimo da li su ove tacke ekstremne koriste¢i Teoremu 12.3. Njena primena je jednos-
tavna i prirodno je da nam ova teorema bude prvi izbor u radu, uvek kada na osnovu nje mozemo da dodemo do
odgovora.

Parcijalni izvodi drugog reda date funkcije su
=122 -2,  zl =-2, z =12y° -2,

pa je
D(1,1) =10-10 — (=2)* > 0.

Zakljutujemos da funkcija u tacki A ima ekstrem. Kako je f2/ (1,1) =10 > 0, tacka A je tacka lokalnog minimuma
funkcije.

Sli¢no, i za tacku B(—1,—1) je
D(-1,-1)=10-10 - (-2)2 >0,

pa funkcija i u tacki B ima ekstrem. Kako je f//.(—1,—1) =10 > 0, i tacka B je tacka lokalnog minimuma funkcije.

Kona¢no, za tacku C(0,0) je
D(0,0) = (=2)- (=2) = (-2)* =0,

pa Teorema 12.3 ne daje odgovor o postojanju ekstrema u tacki C. Primenom Teoreme 12.2 dobijamo
d?2(0,0) = —2 dz? — 4 dx dy — 2 dy® = —2(dz + dy)* < 0
pri ¢emu vazi da je d*2(0,0) = 0 za dz+dy = 0. Kako to znaéi da je d?2(0,0) = 0 uvek kada je (dz, dy) = (dz, —dx)

(odnosno, kada dz i dy imaju suprotne vrednosti) a ne samo kada je (dz,dy) = (0,0), zaklju¢ujemo, na osnovu
Teoreme 12.2; da tacka C(0,0) nije ekstremna tacka posmatrane funkcije.
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13 Obicne diferencijalne jednacine prvog reda

13.1 Uvod - definicija, osnovni pojmovi i prvi primeri

Diferencijalnom jednacinom uspostavljena je relacija (veza) izmedu funkcije i njenih izvoda. Ukoliko je re¢ o
funkeiji jedne promenljive, diferencijalna jednacina je obicéna (za razliku od parcijalne, u kojoj figurisu funkcije
vige promenljivih i njihovi parcijalni izvodi). Ukoliko se u jednaéini, uz nepoznatu funkciju, pojavljuje samo prvi
izvod te funkcije, jednacina je prvog reda. U opStem sluc¢aju, u jednacini mogu figurisati i izvodi viseg reda; red
diferencijalne jednacine jednak je redu najviseg izvoda funkcije koji se u njoj pojavljuje.

Jezik diferencijalnih jednacina je jezik kojim se opisuju svi osnovni - i najznacajniji - prirodni zakoni. Prirodni
zakoni i znanja iz prirodnih nauka nam govore na koji se nacin neki posmatrani sistemi kratkorotno menjaju
(dok prelaze iz jedne posmatrane situacije u drugu). Izazov na koji odgovara teorija diferencijalnih jednacina
je da se na osnovu znanja o kratkoroénim promenama dobiju informacije i formiraju zakljucci o dugoroc¢nim
promenama i opStem ponasanju sistema. Zbog toga tipican niz koraka koji se preduzima u radu sa diferencijalnim
jednacinama obuhvata sledeée: (1) prvo se posmatrani (hemijski, fizicki, bioloski, ekonomski) sistem modeluje
(opisuje) koriséenjem odgovarajuée diferencijalne jednacine; (2) dalje se nastoji da se diferencijalna jednac¢ina
resi i/ili da se stekne §to viSe znanja o reSenju jednacine; (3) na kraju se ova informacija o reSenju jednacine
sa matematickog ponovo ”prevodi” na jezik polaznog sistema i posmatranog naucnog konteksta. U okviru ovog
kursa najvise paznje bice posveéeno koraku (2) - resavanju odredenih tipova diferencijalnih jednacina koji se ¢esto
pojavljuju pri modeliranju razli¢itih fizickih procesa. Koraci (1) i (3) su medusobno blisko povezani, i neodvojivi
od konkretnog konteksta na koji se odnose.

Opsti oblik obi¢ne diferencijalne jednac¢ine (ODJ) prvog reda, u implicitnom obliku je F(z,y,y’) = 0. Kada je
moguce, jednacina je data u svom normalnom obliku, y' = f(x,y).

Primer 13.1. Odrediti resenje jednacine y' = 2.

Resenje: Ovo je ODJ u normalnom obliku. Na$ zadatak je da odredimo funkciju y = y(z) koja (identicki)
zadovoljava ovu jednacinu. Jasno je da funkcija zadovoljava ovu jednacinu ako je izvod te funkcije jednak 2z. Na
pitanje koja funkcija zadovoljava ovakav uslov smo ve¢ davali odgovor:

y(x):/Zxdm:x2+C.

Uocavamo da reSenje posmatrane diferencijalne jednacine nije jedinstveno - beskona¢no mnogo funkcija oblika
y(z) = 22 + C zadovoljavaju jednacinu. Kazemo da skup funkcija oblika y(z) = 22 + C predstavlja opste resenje
posmatrane jednacine. Opste resenje ODJ prvog reda uvek zavisi od jedne proizvoljne konstante.

Ukoliko izaberemo konkretnu vrednost konstante C, a samim tim i jednu konkretnu funkciju koja je element
opsteg reSenja, dobijamo jedno partikularno resenje. Konstantu mozemo odrediti na razne nacine, a najceséi je
zadavanjem uslova oblika yg = y(xg). Ovakav uslov se zove pocetni uslov, a diferencijalna jednacina zajedno sa
pocetnim uslovom ¢ine pocetni problem. ReSenje pocetnog problema je jedna konkretna funkcija (partikularno
resenje), koja je element opsteg resenja.

Dodajuéi pocetni uslov, recimo, y(1) = 2 jednaéini iz prethodnog primera, preformulisaéemo problem tako da

on postane odredivanje funkcije koja zadovoljava jednacinu, odnosno, ¢iji je izvod jednak 2z, a koja uz to prolazi
kroz tacku sa koordinatama (1,2). Ovaj uslov, u kombinaciji sa dobijenim opstim resenjem y(z) = z? 4+ C, daje

2=12+C = Cc=1,
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a tada je
ylx) =2 +1

trazeno konkretno resenje koje zadovoljava pocetni problem y' = 2z, y(1) = 2.

Primer 13.2. Odrediti reSenje jednacine y' = ky.

ResSenje: Podimo od slucaja kada je k = 1. Tada je pitanje koja funkcija ima osobinu da je jednaka svom
izvodu. Veoma je lako zakljuciti da je to, pre svega, funkcija y = €, odnosno, malo opstije, klasa funkcija oblika
y = C e”. Ova klasa funkcija je opste re3enje date jednacine.

Za proizvoljnu vrednost konstante k, sli¢no, zakljuéujemo da je y = e*® resenje, odnosno da je y = C €@ opste
reSenje date diferencijalne jednacine. Ovu jednacinu smo resili “napamet”.

k

Za neke jednacine se moze uociti da imaju i reSenje koje se ne moze dobiti iz opSteg reSenja ni za jednu vrednost
konstante C'. Takvo reSenje naziva se singularno resenje. Recimo, za jednacinu

y=zy' +y +(y)°
opste resenje je familija pravih oblika
y(x)=Cx+C+C?*, CcR,

Sto se moze potvrditi direktnom proverom (uvrstavanjem). Medutim, i funkcija

y(a) = 3+ 17

zadovoljava datu jednacinu, $to se takode lako potvrduje uvrstavanjem. Ovo reSenje se, oc¢igledno, ni za jednu
vrednost konstante C' ne moze dobiti iz opSteg resenja, jer je re¢ o kvadratnoj funkciji, dok je opste resenje familija

linearnih funkcija - pravih. Funkcija y(z) = Z(JC +1)? je, dakle, singularno resenje posmatrane jednacine.

13.2 Jednacina koja razdvaja promenljive

U vedini slucajeva nece biti moguce “napamet” reSavati diferencijalne jednacine. Moracemo primenjivati neke
pouzdanije metode. U stvari, nauc¢i¢emo da prepoznamo neke osnovne tipove diferencijalnih jednacina, a zatim i
kako se ti tipovi jednac¢ina resavaju. Prvi tip jedna¢ina koje posmatramo su one koje razdvajaju promenljive.

dy
Koristeé¢i da je y' = ==, diferencijalnu jednac¢inu moZemo, u nekim sluéajevima, transformisati tako da sva

pojavljivanja jedne promenljive (nezavisne) grupiSemo sa jedne strane znaka jednakosti, a sva pojavljivanja druge
promenljive (zavisne) sa druge strane znaka jednakosti. Tada kazemo da posmatrana jednacina razdvaja promenljive.
Ovakvu jednacinu reSavamo integrale¢i njenu levu i desnu stranu, svaku s obzirom na odgovarajuéu promenljivu.

y+xy

Primer 13.3. Utvrditi da li se u jednacini y’ = mogu razdvojiti promenljive, a zatim odrediti opste reSenje
ove jednacine.

Resenje: S obzirom da se data jedna¢ina moze napisati u obliku

d 1 —1 1
dy _y(l+x) N y dy = tz
de  xz(y—1) Y T

dx

zaklju¢ujemo da data jednacina razdvaja promenljive. Integraljenjem leve i desne strane dobijamo

-1 1
/Ldy:/ +xd$ = /dy—/@z/dj+/dm
Y T Y T

a odatle je opSte reSenje polazne jednacine

y—Inly|=nz|+z+C = y—x+C=Inlzy|.

Resenje je dobijeno u implicitnom obliku, $to je uobicajeno.

Ovde mozemo napomenuti da se i jednac¢ina oblika 3’ = f(z), koju smo veé lako resavali direktnim integraljen-
jem, formalno moze smatrati jednacinom koja razdvaja promenljive. Vazi

%:(@ = /WZ/ﬂ@M = yz/ﬂ@m.
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13.3 Neki ilustrativni primeri

Naveséemo primere kojima ¢emo ilustrovati primenu diferencijalnih jednac¢ina u modeliranju i reSavanju nekih
problema iz realnog sveta. lako u okviru ovog kursa akcenat stavljamo samo na reSavanje odredenih tipova ODJ,
Cinjenica ja da su modelovanje realnih procesa diferencijalnim jednac¢inama, a zatim i interpretiranje dobijenih
rezultata izuzetno znacajni, i u opstem sluc¢aju ni malo jednostavni zadaci kojima u svakom problemu iz prakse
treba posvetiti ozbiljnu paznju.

Primer 13.4. Modelovanje rasta populacije: U idealnim uslovima, koji podrazumevaju dovoljnu kolicinu hrane,
odsustvo bolesti, istrebljenja, rata i sl., stopa rasta neke populacije je proporcionalna velicini populacije. Konstanta
proporcionalnosti je karakteristika odredene populacije i/ili odredenih uslova. Odrediti funkciju kojom se odreduje
veli¢ina populacije u nekom vremenskom trenutku t.

Resenje: Ako sa P(t) ozna¢imo veli¢inu (broj jedinki) posmatrane populacije u trenutku ¢, onda uslov da je
promena populacije u svakom trenutku proporcionalna veli¢ini populacije mozemo zapisati u obliku:

dP(t)

S =k P,

gde je na levoj strani jednacine izvod funkcije populacije, odnosno promena funkcije, a na desnoj populacija
pomnozena konstantom proporcionalnosti k. Navedena diferencijalna jednacina razdvaja promenljive i lako se
moze resiti:

dP dP
e ?:k/dt WP+ W|Ci =kt = ) P=t

Dakle,
P(t) = C M

predstavlja opste reSenje date jednacine.

U izucavanju ponaSanja konkretne populacije uglavnom raspolazemo nekim pocéetnim uslovom; znamo veli¢inu
populacije u trenutku tg = 0, ili u bilo kom dugom konkretnom trenutku. Ovo nam omogucava da odredimo
konstantu C' i da dobijemo odgovarajuée partikularno resenje jednacine. Dakle, ako je P(tp) = Py pocetni uslov
odreden na osnovu nekog konkretnog merenja (odredivanja broja jedinki u trenutku ¢¢), onda je Py =C ekto i
C = Py e, Konacno, partikularno resenje pocetnog problema je

Pit)y=C eft = Py e Fto okt = py eht—to)

Vrednost konstante proporcionalnosti k odreduje se za date uslove, uglavnom eksperimentalno, odnosno na
osnovu nekih do tada dobijenih rezultata, ili izvrSenih merenja. U svim slucajvima je zadovoljeno da k& > 0
podrazumeva da populacija raste, a da k < 0 znaci da se populacija smanjuje, odnosno da broj njenih jedinki
opada.

Pretpostavimo da znamo da je broj ljudi na Zemlji 1750. godine iznosio 791 milion. Ovaj podatak nam moze
posluziti kao pocetni uslov, P(1750) = 791. Uvrstavanjem u poslednji izraz za P, dobijamo da funkcija

P(t) = 791F(—1750)

opisuje broj stanovnika na Zemlji, za svako ¢t. Ukoliko iskoristimo jo$ jedan izmereni podatak, recimo da je
P(2005) = 6453 (odnosno da je na Zemlji 2005. godine bilo 6 milijardi i 453 miliona stanovnika), mozemo odrediti
i vrednost konstante k koja odgovara opisanoj situaciji:

6453 2.099
6453 = 791¢H(2005-1750) 255k=In—— =  k=-"""0.00823.
¢ - 701 255
Dakle, kona¢no je funkcija kojom se moze izraziti veli¢ina ljudske populacije u nekom trenutku (godini) na Zemlji

predstavljena u obliku:
P(t) = 701 £0-00823(t~1750)

Uporedivanjem grafika ove funkcije sa podacima o broju stanovnika na Zemlji tokom godina izmedu 1750. i
2005. godine, uocavamo da postoji znacajno odstupanje izmedu teorijskih i eksperimentalnih vrednosti; stvarni
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broj stanovnika je uvek bio zna¢ajno manji od teorijskog. To je posledica suvise pojednostavljenog modela koji smo
koristili, a koji je, izmedu ostalog pretpostavljao idealne uslove zivota, odnosno “razmnozavanja”. Znac¢ajno bolju
aproksimaciju dobijamo ako, recimo, posmatramo samo period i podatke posle Drugog svetskog rata. Koristeéi
pocetni uslov P(1950) = 2518, odnosno, podatak da je na Zemlji 1950. godine zivelo 2 milijarde i 518 miliona ljudi,
mozemo, na veé¢ opisani nacin, odrediti konstante C' i k, nakon ¢ega dobijamo funkciju rasta populacije

P(t) — 2518 60.0171(2571950) .

Uporedivanjem njenog grafika sa eksperimentalnim podacima uocava se veliko slaganje vrednosti.
Na osnovu dobijene funkcije mozemo izvrsiti predvidanje (opet, pretpostavljajuéi relativnho normalne uslove
zivota) da ¢e 2050. godine na Zemlji Ziveti

P(2050) = 2518 ¢0-0171(2050-1950) 13937

odnosno, nesto manje od 14 milijardi stanovnika.

Primer 13.5. Modelovanje rasta populacije, sa gornjim ogranicenjem: Naselje ima 1234 stanovnika. Vest se Siri
naseljem brzinom koja je proporcionalna proizvodu broja stanovnika koji su do tog trenutka vest ¢uli i broja onih
koji je jos§ nisu culi. U 8h je vest c¢ulo 100 stanovnika, a do podne pola grada. U koliko sati ée vest cuti 1000
stanovnika?

Resenje: Ako sa P = P(t) oznac¢imo broj stanovnika koji su vest ¢uli tokom sata ¢, sa k konstantu propor-
cionalnosti, a sa S (poznat i konstantan) broj stanovnika u naselju, onda je S prirodno gornje ograni¢enje vrednosti
funkcije P, koja u ovom slu¢aju za razliku od prethodnog primera, ne moze neograni¢eno da raste (ukupan broj
stanovnika naselja je ujedno i najveéi broj ljudi koji mogu da ¢uju vest). Opisani proces Sirenja vesti se moze
prikazati diferencijalnom jednacinom

dP dP

TP E-P = gy =k,

a onda se, integraljenjem, dobija da je

1 1 1 1 S—P
- —+—— ) dP=kt =1 =—kt—
S/<P+S’—P) +C = Sn| 7 | C,
i dalje
S —S(kt+C) _ S
F*l—e = P(t)— 1_|_€—S(kt+c) .

Koristedi da je S = 1234, kao i pocetne uslove da je P(8) = 100 i da je P(12) = 617, odredi¢emo konstante C' i
k. Zatim ¢e biti potrebno odgovoriti na pitanje za koje t je P(t) = 1000.

Dobijamo da je k = 0.0004925, a da je C'= —0.00591. Tada je

1234 1234

T 1+ ¢ 1234(0.0004925¢—0.00591) a 1000 = 1+ ¢ 1234(0.0004925¢—0.00591)  “% t=14.38

P(t)

§to znaci da ¢e 1000 stanovnika vest cuti nesto malo pre 14:30.

Primer 13.6. Njutnov zakon provodenja toplote: Promena temperature objekta proporcionalna je razlici temper-
ature posmatranog objekta i temperature okoline. Napisati funkciju kojom se opisuje temperatura T(t) objekta u
nekom trenutku t, ukoliko je poznata temperatura okoline, Teyt.

Resenje: Ako sa T,,: ozna¢imo temperaturu sredine (okoline), sa T temperaturu objekta, a sa k konstantu
proporcionalnosti, onda se posmatrani proces moze opisati diferencijalnom jedna¢inom

% =k (Tex: —T) .
Ova diferencijalna jedna¢ina opisuje Njutnov zakon hladenja.

Konstanta proporcionalnosti (koja se zove koeficijent provodljivosti/hladenja) je specifiéna za posmatrane ma-
terijale. Velika je ukoliko je izolacija objekta mala, a mala je ukoliko je objekat unutar sredine dobro izolovan.
Ukoliko je Te,y > T, promena temperature je pozitivna, $to zna¢i da se posmatrani objekat greje. Ukoliko je
Teot < T, promena temperature je negativna, a posmatrani objekat se hladi. Napominjemo jos i da ovakav model
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mozemo koristiti samo ako je razlika izmedu temperatura objekta i spoljasnje sredine dovoljno mala; u protivnom
je suvise pojednostavljen i ne moze na pravi na¢in opisati posmatrani proces.

Resi¢emo diferencijalnu jednacinu kojom smo opisali proces. Prakti¢no, posmatraéemo razliku temperatura kao
nepoznatu funkciju vremena ¢t. Tada mozemo razdvojiti promenljive

dT dT
—— =kdt = — =k [ dt = —In|T,,; —T|=kt+C1,
Temt_T /Tezt_T / n‘ K | + !
a odatle je [Tep — T =C e % To znadi da je

T(t) = Topy + Ce™*t za Tep < T,

T{t)=Tew —Ce™  za Ty >T.

Tlustrova¢emo upotrebu ove funkcije posmatranjem sledece situacije:

Primer 13.7. Temperatura u hotelskoj sobi je 20° C. Policija je u ponoé otkrila telo Zrtve. Temperatura tela je
bila 26° C. Dva sata kasnije, temperatura tela je bila 24° C. Potrebno je odrediti priblizno vreme zlocina.

Resenje: S obzirom da je temperatura sobe niza od temperature tela (objekta), koristi¢emo funkciju
Tt)=Tews +Ce™™  za T <T

i pocetni uslov Tp = T(0) = 26° C. Takode, koristi¢emo i pretpostavku da je temperatura tela u vreme zlo¢ina
bila T'= 37° C, kao i da je Te,y = 20° C. Na osnovu svega ovoga je

T(t) =204 C e " i T0)=20+Ce’=26 i T(2)=20+Ce =24,

Dobijamo da je C' = 6 i da je 6 e 2* = 4. Odatle je k = 0.203. Sada imamo da je funkcija temperature pri hladenju
pod datim uslovima
T(t) =20+ 6 ¢ 2%

a vrednost ¢ za koju je T'(t) = 37 dobijamo iz
20+6e 020 =37 = t = —5.1303 .

Dakle, zlo¢in se dogodio priblizno 5 sati pre ponoéi (sto je pocetno vreme tg), odnosno, oko 19h.

13.4 Geometrijska interpretacija - polja pravaca

,

Diferencijalnoj jednacini, za koju ¢emo sada pretpostaviti da je mozemo napisati u obliku y' = f(z,y), ¢emo
pokusati da damo geometrijsku interpretaciju.

Prvo uotavamo da je navedenom diferencijalnom jednacinom svakoj tacki (z,y) u ravni dodeljena vrednost y’,
Sto je koeficijent pravca nekog linijskog segmenta, odnosno koeficijent pravca resenja (a to znaci tangente na krivu
koja predstavlja reSenje) u posmatranoj tacki. Dakle, u svakoj tacki (z,y) mozemo nacrtati mali segment prave,
sa koeficijentom pravca koji je odreden uslovom 3y’ = f(x,y). Algoritam je:

1. Izaberi tacku (z,y);
2. Izracunaj f(x,y) za uocenu tacku i datu diferencijalnu jednacinu;
3. Pridruzi uocenoj tacki linijski segment sa koeficijentom pravca i’ dobijenim u koraku 2.

Na opisani na¢in generisali smo polje pravaca date diferencijalne jednacine. Uocavamo da, ukoliko generisemo
dovoljno “gusto” polje pravaca (odnosno, izra¢unamo vrednosti y’ u velikom broju gusto rasporedenih tacaka
ravni), praktiéno graficki odredujemo resenje jednacine. U stvari, svako reSenje jednacine u svakoj tacki ravni ima
tangentu ¢iji smo koeficijent pravca izracunali i nacrtali. Krive koje ispunjavaju navedeni uslov se “vide” u polju
pravaca. Ove krive zovu se jos i integralne krive diferencijalne jednacine.

Mada je postupak za odredivanje polja pravaca jasan i jednostavan, ipak je pomalo nepraktican za “ru¢nu
realizaciju”. Ukoliko ne generiSemo polje pravaca koriste¢i racunar, ispostavlja se da nam je mnogo jednostavnije
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da “grupisemo” tacke kojima odgovara isti koeficijent pravca tangente resenja. To postizemo posmatrajuci familiju
krivih
flzy)=c,
gde je ¢ konstanta. Svaka kriva, generisana za jednu izabranu vrednost ¢ naziva se izoklina (“iso-cline” - jednak
nagib). Sve tacke jedne izokline karakteriSe isti pravac tangente u polju pravaca.
Tlustrova¢emo navedene pojmove i njihove veze na primeru.

Primer 13.8. Prikazati graficki polje pravaca, izokline i integralne krive koje odgovaraju diferencijalnoj jednacini
Yy =z —y.

Resenje: Ovde je, dakle, f(x,y) = x — y i svakoj tacki (x,y) u ravni dodeljujemo koeficijent pravca tangente
odreden po ovom pravilu preslikavanja. Polje pravaca odredi¢emo posmatrajuéi izokline: to su krive iz familije

krivih oblika
c=x—y za c€E€R,

pri ¢emu svaku izoklinu odreduje jedna vrednost konstante c.

Kako iz ¢ = x — y sledi da je y = x — ¢, zaklju¢ujemo da su sve izokline medusobno paralelne prave, koje seku
z osu pod uglom % Polje pravaca i izokline za koje je ¢ = 0 i ¢ = —1 su prikazane na Slici 54.

vy
707

Slika 54: Polje pravaca diferencijalne jednacine 3y’ = x — y. Izokline za pravce sa koeficijentima ¢y’ = ¢ = —1 i
y' = ¢ = 0. Dve integralne krive su takode prikazane.

Dakle, birajuéi ¢ = 0 dobijamo izoklinu y = . To znaéi da se koeficijenti pravca ' = 0 nalaze (samo) u tackama
prave koja je simetrala prvog i tre¢eg kvadranta, i da su tangente na sve integralne krive u tim tackama paralelne
sa T-0Som.

Dalje, birajué¢i ¢ = —1 dobijamo izoklinu y = = + 1, a to zna¢i da u svim tackama prave y = x + 1 tangente
na integralne krive imaju koeficijent pravca ¢ = 3y’ = —1. U ovom slu¢aju to znac¢i da su tangente ortogonalne na
odgovarajucu izoklinu.

Ovaj postupak se moze nastaviti za proizvoljno mnogo vrednosti c¢. Mada su sve izokline medusobno paralelne
prave, vazno je uociti da se koeficijenti pravaca (graficki prikazani pravolinijski segmenti koji odreduju pravac
tangente) na razlicitim izoklinama razlikuju.

Uocimo jos i izoklinu koja odgovara vrednosti ¢ = 1. Izoklina ima jednacinu y = x — 1, $to znaci da su tangente
na krivu u tackama ove prave istog pravca kao i sama izoklina. Drugim re¢ima, izoklina y = x — 1 je istovremeno
i integralna kriva.

Konacno, na slici su prikazane i dve integralne krive. Njih, u opStem sluc¢aju, mozemo odrediti graficki, ukoliko
pratimo pravac koji odreduju naznacene tangente.

Kako je jednacina 3y’ = x — y linearna, mozemo i analiticki odrediti njeno opste resenje. Na osnovu standardnog
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postupka za resavanje linearne jednacine dobijamo da je
y=Ce " +z—-1

njeno opste reSenje. Ovu informaciju mozemo upotrebiti da proverimo konzistentnost onoga $to vidimo iz polja
pravaca i onoga Sto znamo o analitickoj formi reSenja. Tako, na primer, potvrdujemo da je medu reSenjima i
linearna funkcija y(x) =  — 1. Ostala resenja su krive navedenog opsteg oblika.

Napominjemo da su informacije koje dobijamo o reSenju na osnovu polja pravaca i izoklina ¢esto komplemen-
tarne sa informacijom o analitiCkom resenju - sticemo utisak o ponasanju integralnih krivih i nekim osobinama
diferencijalne jednacine koji mozda i ne mozemo jednako uspesno da stvorimo posmatrajuci elemente opsteg resenja.

Na kraju, prikaza¢emo polje pravaca, izokline i integralne krive na primeru jos jedne diferencijalne jednacine.

Primer 13.9. Prikazati graficki polje pravaca, izokline i integralne krive koje odgovaraju diferencijalnoj jednacini
/
y = zy.

. PPN & .. . e . . .. . ..
Resenje: Posmatrajuéi krive ¢ = zy, odnosno y = —, dobijamo jednacine izoklina date diferencijalne jednacine.
x

Izokline su, dakle hiperbole, sa asimptotama y = 01 x = 0. Pri tome,

1
u svim tackama izokline y = — je koeficijent pravca tangenti (elemenata polja pravaca) jednak 1
x

(paralelne su pravoj y = x);

1
u svim tackama izokline y = —— je koeficijent pravca tangenti (elemenata polja pravaca) jednak -1
x

(paralelne su pravoj y = —zx);

2
u svim tackama izokline y = — je koeficijent pravca tangenti (elemenata polja pravaca) jednak 2
x

(paralelne su pravoj y = 2z);

2
u svim tackama izokline y = —— je koeficijent pravca tangenti (elemenata polja pravaca) jednak -2
x

(paralelne su pravoj y = —2x)

i tako dalje.

Polje pravaca (segmenti pravih sa odgovarajuéim koeficijentom pravca pridruzeni tackama zy-ravni) prikazani
su na Slici 55(levo). Krive koje “prolaze” kroz polje pravaca tako da su im tangente u svakoj tacki xy-ravni
upravo odredeni pravolinijski segmenti su integralne krive (resenja) date jednacine; nekoliko integralnih krivih je
prikazano na Slici 55(sredina). Uoc¢imo da se posmatrana jednac¢ina lako resava razdvajanjem promenljivih, a
opste reSenje je oblika y = Ceé. Prikazana su resenja za nekoliko razli¢itih vrednosti konstante C: birano je
Ce{-25,-2,-1.5,-1,-0.5,0,0,5,1,1.5,2,2.5}.

Konaéno, na Slici 55(desno) su prikazani polje pravaca, integralne krive (crveno) iizokline (plavo) date jednacine.
Uocavamo osobinu izoklina da u svim tackama jedne izokline tangente na integralne krive imaju isti koeficijent
pravca (odnosno, elementi polja pravaca imaju istu vrednost).

13.5 Egzistencija i jedinstvenost reSenja diferencijalne jednacine

Vet smo uveli pojmove opsteg i partikularnog resenja diferencijalne jednacine i time dotakli pitanje o broju resenja,
odnosno broju funkcija koje zadovoljavaju datu jedna¢nu. Medutim, kada se postavi pitanje postojanja i jedin-
stvenosti resenja diferencijalne jednac¢ine, misli se na nesto drugo.

Pojam jedinstvenosti resenja diferencijalne jednacine u vezi je sa postojanjem i brojem integralnih krivih
(reSenja) koje prolaze kroz jednu tacku xy-ravni. O uslovima pod kojima vazi da diferencijalna jednacina ima
jedinstveno reSenje govori sledece tvrdenje, koje navodimo bez dokaza:

Princip preseka za integralne krive: Integralne krive diferencijalne jednacine y' = f(x,y) ne mogu imati
zajednickih tacaka ¢im je f(x,y) glatka kriva.
Ovo podrazumeva:

e Ako je f(x,y) neprekidna u nekoj oblasti xy-ravni, integralne krive jednac¢ine y' = f(x,y) se ne mogu seéi
pod ostrim uglom nigde u toj oblasti;
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Slika 55: Polje pravaca diferencijalne jednacine 3y’ = zy (levo). Integralne krive ove diferencijalne jednacine,
prikazane u polju pravaca (sredina). Izokline (plavo), integralne krive (crveno) i polje pravaca jednacine y' = zy
(desno).

e Ako je f;(x,y) neprekidna u posmatranoj oblasti, onda se integralne krive jednaé¢ine y' = f(z,y) ne mogu
(ni) dodirivati u toj oblasti.

Ovo, drugim rec¢ima, znaci da:

e Postoji beskona¢no mnogo krivih koje se mogu “provuéi” kroz polje pravaca neke diferencijalne jednacine.
Svaka ta integralna kriva je (partikularno) resenje date jednacine. One zajedno ¢ine opste resenje diferenci-
jalne jednacine.

e Kroz svaku tacku ravni, medutim, prolazi ta¢no jedna integralna kriva, ukoliko su funkcije f(z,y) i fé(m, y)
definisane i neprekidne u nekoj okolini te tacke. Uoceno resenje je takode neprekidno i diferencijabilno u
posmatranoj okolini tacke.

e Ukoliko je f(z,y) definisana i neprekidna, ali ne vazi da je i f;(z,y) definisana i neprekidna, onda je
obezbedeno postojanje resenja diferencijalne jednacine y' = f(z,y), ali ne i njegova jedinstvenost.

Primer kojim mozemo ilustrovati tvrdenje o egzistenciji i jedinstvenosti reSenja diferencijalne jednacine je,
recimo:
1—
Primer 13.10. Odrediti resenja jednacine y' = 7Y Dali resenja postoje u tackama na y-osi?
T
ResSenje: Data diferencijalna jednacina razdvaja promenljive, pa je lako mozemo resiti. Opste resenje koje
dobijamo je
d dz 1
T Y R o Y R Y o I B
1—y T Cz
Ono §to je jasno i na osnovu same jednacine, kao i na osnovu oblika njenog resenja je da za x = 0 ni jednacina, a ni
funkcije reSenja nisu definisane. Dakle, tacke duz y-ose su svakako specificne u pogledu egzistencije i jedinstvenosti
reSenja.

Ako pogledamo kako izgleda polje pravaca ove diferencijalne jednacine, uo¢avamo da tacki (z,y) dodeljujemo
l—y
pravac f(z,y) = —

Ukoliko je x =01y # 1, uocavamo da pravac dodeljen tackama y-ose (osim tacki (0, 1) ) nije definisan, odnosno
da kroz posmatrane tacke ne prolazi ni jedno resenje date jednacine. Ovaj zakljucak je u skladu sa ¢injenicom da
f(x,y) u tatkama y ose nije ni definisana, ni neprekidna, pa zbog narusavanja uslova za egzistenciju i jedinstvenost
reSenja, reSenje ne postoji.

Ukoliko je z = 01y = 1, uotavamo da pravac dodeljen tacki (0,1) nije odreden, odnosno da odgovarajuée
3y’ moze biti bilo koja vrednost. Dakle, kroz posmatranu tacku prolazi beskona¢no mnogo resenja, koja imaju
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beskona¢no mnogo pravaca. Dakle, u tacki (0,1) nije obezbedena jedinstvenost resenja, mada egzistencija jeste.

Ovo je u skladu sa ¢injenicom da f;(x, y) = —— nije definisana, ni neprekidna u posmatranoj tacki.
x

13.6 Homogena diferencijalna jednacina

Homogena diferencijalna jednacina je opsteg oblika

Resava se uvodenjem smene

Da bismo uveli smenu u datu jednacinu, potrebno je da uo¢imo da je

/

y(z) =t(x) = = y =t(zx)x+t,

odakle je
dt
— t=f(¢t).
T art=f()
Ovo je jednacina u kojoj se mogu razdvojiti promenljive:
at dx
fO -tz

a dalje je resavamo integraljenjem, odnosno na nacin koji smo ranije opisali. Na kraju “vra¢amo smenu”, odnosno
uvrstavamo da je t = =.
x

Tlustrova¢emo navedeni opsti postupak reSavanja jednim primerom:

x
Primer 13.11. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y' = 271/2
=y
Resenje: S obzirom da je
zy z
y, = l‘y = y2 = Y
xr2 — y2 .'ch—zyQ (%)2 —1

1
t=2, =% y—tait.
x t Y
Nakon uvodenja smene jednacina je
t'ex+t= ot
H—-1 1-127

dt t . t3

J— :I/' = —_— =

dx 1—1¢2 1—1¢2

Razdvajanjem promenljivih dobijamo
1—¢? d 1—¢? d dt d
it=" = / dt:/—x = /t’?’dt—/—: &
t3 x t3 x t x

1
—— —In|t| =n|Cx|,

Kona¢no je

212
odnosno
x> — a2
ln|C’y|:fz—y2 = Cy=e 27 .
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13.7 Jednacina totalnog diferencijala

Opisacemo jos jednu klasu diferencijalnih jednacina za koju postoji (relativno jednostavan) postupak kojim se dolazi
do njihovog resenja. lako na osnovu do sada izlozenog mozemo doéi do zakljucka da se diferencijalne jednacine
resavaju lako, i to manje-vise direktnim integraljenjem, to uopste nije slucaj; klase jednac¢ina za koje navedeno vazi
su veoma malobrojne.

Posmatrajmo funkciju u(z,y) = C, za neko C € R. Njen totalni diferencijal prvog reda je
du = ) (z,y) dv + uy(z,y) dy =0 .
Lako uoc¢avamo da funkcije u(z,y) = C predstavljaju reSenja diferencijalne jednacine
uy (2, y) de 4wy (z,y) dy =0

s obzirom da je zadovoljavaju.

Ako posmatramo diferencijalnu jednaéinu oblika
P(z,y) dz + Q(z,y) dy =0,

za neke neprekidne i diferencijabilne funkcije P i (), mozemo zakljuciti da ¢ée ovu jednacinu zadovoljavati funkcija
u(z,y) = C za koju vazi da je du = P(z,y) de + Q(x,y) dy, odnosno da su P i @, redom, parcijalni izvodi po z,
odnosno y, te funkcije u. Tako, odredujuéi funkciju u na osnovu njenih parcijalnih izvoda, odmah odredujemo i
reSenje date diferencijalne jednacine.

Pre svega, jasno je da ne mozemo ocekivati da za svake dve proizvoljno zadate funkcije P = P(z,y) 1 Q = Q(z,y)
postoji funkcija u(z,y) = C takva da je P = u; i @ = uy. Dalje, cak i ako znamo da takva funkcija u(z,y) = C
postoji, potrebno je da znamo i kako da je odredimo. Zaklju¢ujemo da nam treba odgovor na dva pitanja:

e Kako utvrditi da li postoji funkcija u(z,y) = C takva da je uj, = Piuy, =Q 7

e Ukoliko takva funkcija postoji, kako je odrediti?

Da bismo formulisali uslov kojim ¢emo proveriti da li postoji u(z,y) = C takva da je uj, = P i u; = Q za date
funkcije P i Q, uocimo da, ako vazi da je, za neku funkciju u(z,y) = C, ispunjeno ul, = P i u; =@Q,iakosu PiQ
diferencijabilne, onda postoje i P, = uy, i Q) = uy,. Ako su funkcije P, Q, P, i Q. neprekidne, onda mora vaziti

ugy = UZT = P?; = QQ .

Zakljucujemo da, ukoliko je P; # Q’,, funkcija u(z,y) = C sa trazenom osobinom (da su njeni parcijalni izvodi

upravo date funkcije P i @) ne postoji.

Ostaje da pokazemo da je navedeni uslov i dovoljan, odnosno da iz Cinjenice da je Pz; = @/, sledi da funkcija
u(x,y) = C sa navedenim osobinama postoji. Ovo pokazujemo direktnom konstrukcijom funkcije u (pokazujemo
da ona postoji tako §to pokazujemo kako se ona moze odrediti).

Dakle, ako je u/, = P(x,y) onda je
u(e.y) = [ Playy) do.

U ovom postupku integracije promenljiva y se ponasa kao konstanta (uo¢imo dx ispod integrala), pa je i integraciona
konstanta (uobic¢ajeno C') sada neka funkcija f(y). Ostaje da se odredi ta funkcija.
To se postize diferenciranjem po y upravo dobijene funkcije u = u(x,y), i izjednac¢avanjem dobijenog izraza sa
/

uy, = Q(v,y). Moze se pokazati da, pod navedenim uslovima, uvek postoji funkcija f takva da je uy = Q(z,y).

Odredivanjem odgovarajuée funkcije f = f(y), dobija se i funkcija u(z,y) = C.

Tlustrova¢emo opisani postupak na primeru.

Primer 13.12. Proveriti da li je jednacina (6xy + 2° + 3) v/ + 3y* + 2xy + 22 = 0 jednacina totalnog diferencijala,
a zatim odrediti njeno opste reSenje, odnosno funkciju u(x,y) = C koja zadovoljava datu jednacinu.

d
Resenje: S obzirom da je 3 = —y7 datu jednacinu mozemo zapisati u obliku

dx
(3y* + 2xy + 22) dr + (6zy + 22 +3) dy =0 .
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Tada je
P(z,y) = 3y + 2zy + 2z i Q(z,y) =6y + 22 +3

Py=6y+2z i Q,=6y+2x.

Kako je Pé = @', zaklju¢ujemo da je data jednacina jednacina totalnog diferencijala i da postoji funkcija

x?

u(z,y) = C takva da je uj, = P(z,y) i u, = Q(x,y). Dalje treba da odredimo funkciju u.

Postupak smo ve¢ opisali:
ul, = P(z,y) = 3y* + 2zy + 2z = u(z,y) = /(3y2 + 2zy + 22) dr = 3yPx + 2Py + 2% + f(y) .

Veé smo napomenuli da funkcija f(y) koja zavisi samo od promenljive y “zamenjuje” integracionu konstantu (ona
je konstanta za integral po promenljivoj x).

Dalje je, za prethodno odredenu funkciju u
uy (z,y) = 6zy + 2% + f'(y) = 6y + 2 + 3 (= Q(z,y) )
pa je
flyy=3 = fly=3y+C.

Zamenjujuéi dobijenu funkciju f u prethodni izraz za u kona¢no dobijamo resenje date jednacine - implicitnu
funkciju
u(z,y) =3y*r + 22y + 22 +3y=C.

13.8 Integracioni mnozitelj

Ukoliko utvrdimo, da jedna¢ina P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 nije jednacina totalnog diferencijala, onda njeno
opste resenje moramo traziti na neki drugi nacin. Jedna mogucnost je da posmatrana jednac¢ina, nakon mnozenja
pogodno izabranom funkcijom p = p(z,y), postane jednacina totalnog diferencijala, i da se na nju moze primeniti
postupak reSavanja opisan u prethodnom odeljku. Dakle, za odgovarajuéu funkciju p = p(zx,y), koja se zove
integracioni mnoZitelj ili integracioni faktor, od polazne jednacine, mnozenjem dobijamo jednac¢inu

w(x,y) Pz,y) de+ p(z,y) Qz,y) dy =0,
za koju je zadovoljen uslov da je
(W(z,y) P(z,y))y = ((@,y) Q(@,y)); - (16)
Za ovu jednacinu postoji funkcija u(z,y) = C koja je zadovoljava, odnosno, za koju vazi da je

du = ,u(:l:,y) P(.’)S7y) dx + ,u(amy) Q(xay) dy=0.

Kako je tada i
(@, y)(P(z,y) dv + Q(z,y) dy) =0,

zakljuéujemo da za p(x,y) # 0 mora vaziti i
P(z,y) de + Q(z,y) dy) =0,

odnosno, da je funkcija u(x,y) = C resenje polazne jednacine, tj. bas ono sto nam treba. Dakle, jasno je da ¢emo
lako resiti polazni problem ukoliko odredimo odgovarajuéi integracioni faktor p.

Integracioni faktor treba da zadovolji uslov (16), vsto znaci da je
pry P4+p Py =, Q+p Qs
odnosno,
py P—pp Q=1 (Q — Py) -
Ovo je parcijalna diferencijalna jednac¢ina (u kojoj figurisu parcijalni izvodi nepoznate funkcije p koja je funkceija
dve promenljive). Nju u opstem slucaju nije jednostavno resiti, odnosno, njeno resavanje je problem bar jednake

tezine kao i reSavanje same polazne diferencijalne jednacine. Zato, iako je ideja koris¢enja integracionih mnozitelja
teoretski veoma dobra i moéna, njen praktiéni znacaj je u velikoj meri umanjen nemoguénoséu da se (dovoljno lako)
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u opstem slucaju odredi (bar jedna) pogodna funkcija u. Zato se integracioni faktori uglavnom koriste u specijalnim
situacijama kada funkcija p nije funkcija dve, ve¢ funkcija jedne promenljive. Dakle, ako postoji integracioni faktor
oblika p = p(z) ili p = p(y) kojim se polazna jednacina moze svesti na jednacinu totalnog diferencijala, takav
integracioni faktor se moze relativno lako odrediti i polazna jednacina se moze (relativno lako) resiti.

Tlustrova¢emo koris¢enje integracionog faktora slede¢im primerom.

Primer 13.13. Odrediti opste resenje jednacine (z* + y* + x) dv + xy dy = 0 znajuéi da ona ima integracioni
mnoZitelj koji je funkcija jedne promenljive.

Resenje: Ovde je P(x,y) = 2° +y*> + x i Q(x,y) = xy pa lako potvrdujemo da data jednacina nije jednacina
totatlnog difrencijala:
Py=2y#y=0Q,.
Kao sto je i sugerisano tekstom zadatka, treba da odredimo integracioni mnozitelj jednacine - funkciju p = pu(x)
ili p = p(y), takvu da jednacina
pwPdr+pQdy=0

bude jednacina totalnog diferencijala. To znaci da treba da bude zadovoljen uslov (16),

(n Py = (1 Q)

odnosno
py Pt p Py= i, Q+p Q. (17)

d
Pretpostavimo, prvo, da je p = p(y). Tada je p, = 0, a ,u; =4 = CTZ (oznaka je prilagodena uobicajenoj

oznaci za prvi izvod funkcije jedne promenljive). Sada dobijamo da se uslov (17) svodi na
dp y dy

2 2 / 2 2 /
2 = = — — — .
( +y” +x) '+ 2yp = yp = (@®+y*+a)u YL = . P

Medutim, funkcija na desnoj strani ( ) nije funkcija jedne promenljive y, $to znaci da nasa pretpostavka

__ ¥y
2 +y?+ax
nije tacna, pa je napustamo.

/

d
Pretpostavimo, sada, da je p = p(x). Tada je pu;, =0, a p, =y’ = d—u Sada dobijamo da se uslov (17) svodi
‘ x
na

du _ ds
pooox
Funkcija p = pu(x) se dalje moze odrediti integraljenjem prethodne diferencijalne jednacine u kojoj su razdvojene

promenljive:
d d
/ﬁ:/i: = In |y =1n|Cz| = uw=_Cz.
L x

Kako nam je dovoljno da odaberemo jednu funkciju - inregracioni mnozitelj, opredeljujemo se za jednu vrednost
konstante C'. Tako za C' = 1 dobijamo integracioni mnozitelj polazne jednacine: p = x. To dalje znaéi da je
jednacina

yp=ay ' +yp = p=zp =

z(x? +y? +a)de+2’ydy=0
jednacina totalnog diferencijala, i da postoji funkcija u(z,y) = C koja je zadovoljava. Znamo da je ista funkcija u
resenje polazne diferencijalne jednacine.
Odredujemo, dakle, funkciju u(x,y) = C takvu da je u), = x (2% + 9% + ) i Uy = 22 y.

.134 .132 y2 .133

ul, = 2 +x y? + 2 = u(x,y)Z/($3+$y2+$2)d$=X+ 5 T3 T

Dalje je, za ovako odredenu funkciju w

u(zy)=2y+fy) =2y = fly=0 =  fly=C.

Zamenjujuéi dobijenu funkciju f u prethodni izraz za u kona¢no dobijamo resenje date jednacine - implicitnu

funkciju

A 222 28
u(m,y)zZ—&— Qy +§+C=0.
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13.9 Linearna diferencijalna jednacina, Bernulijeva diferencijalna jednacina

13.9.1 Linearna diferencijalna jednacina

Opésti oblik linearne diferencijalne jednacine prvog reda je
¥ +p(@)y=q(z), (18)

gde sup = p(x) i ¢ = g(x) neke date funkcije promenljive z. Ukoliko je ¢(x) = 0, posmatrana jednac¢ina je homogena
(linearna diferencijalna jednacina prvog reda). U protivnom, jednaé¢ina je nehomogena.

Klasa linearnih jednacina je, u praksi, najvaznija (najcesée prisutna) klasa obiénih diferencijalnih jednaéina,
kako prvog, tako i viSeg reda. Zbog toga ¢e uopstenje navedene jednacine prvog reda u sledeéem odeljku biti
centralna tema u okviru nage price o jednac¢inama viseg reda.

Ukoliko je posmatrana jednac¢ina homogena, mogu joj se razdvojiti promenljive. Takode, moze se pokazati da
opsta (nehomogena) diferencijalna jednac¢ina ima integracioni mnozitelj koji je oblika u = u(x), $to odmah navodi
na jedan nacin za njeno resavanje. Mi ¢emo, medutim, navesti postupak resavanja linearne jednacine koris¢enjem
smene.

U linearnu jednacinu ¢emo uvesti smenu y(z) = u(x) - v(x), gde su u i v neke funkcije promenljive z. Ideja
je da jednu od ovih funkcija odredimo tako $to sami formuliSemo pogodan uslov koji vodi do pojednostavljenja
polazne jednacine, a zatim drugu od ovih funkcija odredimo resavaju¢i pojednostavljenu jednac¢inu. Koristeéi da
je, za uvedenu smenu, ¥y’ = v’ v + u v’, uvrstavanjem u jednacinu (18), dobijamo

u' v+ uv +px) uww = q(x) = v v+ ul +p(z)v) =q(z) . (19)
Ako sada postavimo uslov da funkcija v = v(x) treba da bude takva da je

dv dv
v 4+ plz)v=0 = 2 p(n) v - e
p(a) & = —pla) Y~ b,
odgovarajucu funkciju v mozemo lako odrediti resavajuci ovu diferencijalnu jednacinu koja razdvaja promenljive:
dv
v

:—/p(l') dx = 1D|U‘ :—/p(m) dx = ,U:e—fp(m) dr.

Za ovako odredenu funkciju v jednacina (19) postaje:
u v(x) = q(x) = u = zgi; = u(x) = /ZEZ; dx

s obzirom da su ¢ i v poznate funkcije promenljive x.
Opste resenje poslednje diferencijalne jednacine daje klasu funkcija u, koje pomnozene sa ve¢ odredenom funkci-
jom v (tj. uvrstene u smenu y = uv) daju opste resenje polazne linearne diferencijalne jednacine.

Opisani postupak ¢emo ilustrovati primerom:

1
Primer 13.14. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y' — — y = z.
x

1
Resenje: Posmatrana jednacina je linearna (p(z) = ——, ¢(z) = x) pa je mozemo resiti uvodenjem smene

y = u(x) - v(x), kada je y' = v’ v + uw v’. Uvrstavanjem dobijamo:
I !/ 1 !/ 1
U VFUV ——UV=T = votul —=v)==,
x x

a zatim odredujemo funkciju v iz uslova da je

1 dv 1

v——0v=0 = — =— = —_— =
T dr =« v
Dobijamo da je

d d
/l: ax = ]n|v|:1n|Cx| = v=Cux.
v xr

Kako nam je dovoljna jedna funkcija v koja zadovoljava postavljeni uslov, konstantu C' mozemo odabrati
proizvoljno. Ako je C' =1, funkcija v = z je jedna od odgovarajuéih funkcija.
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Dalje je
Wr=ux = u =1 = u(x):/dw:erC,
pa je opste reSenje polazne linearne jednacine

y(z) = u(x) -v(z) = (x+C)z = Cx + 2.

13.9.2 Bernulijeva diferencijalna jednaéina

Bernulijeva jednacina je uopsStenje linearne jednacine, i moze se resiti tako sto se pogodnom smenom prvo svede na
linearnu (po novouvedenoj promenljivoj), a zatim se reSava kao $to je opisano u prethodnom odeljku. Opsti oblik
Bernulijeve diferencijalne jednacine je

y' +p(x)y=q@)y" (20)
gde su p = p(z) i ¢ = ¢(x) date funkcije, a n € Q (racionalan broj). Za n = 0 ova jednac¢ina je linearna, a za
n = 1 jednacina razdvaja promenljive. Kako ovakve jednacine ve¢ znamo da reSimo, posmatrac¢emo slucajeve kada
jen#0in#1.

Deljenjem date jednacine sa y™ (Sto je jedini ¢lan po kom se jednacina razlikuje od linarne), dobijamo:

Y 1
" + p(x) e q(x)
Uzimajuéi za smenu
1 -
() = iy =9 ()

kada je, po pravilu za izvod slozene funkcije,

Za)=(1-n)y ")y (x) =(1-n) =,

uvrstavanjem u jednacinu dobijamo
1

1—n

Z(z) +p(x) 2(z) = q(2) ,
a s obzirom da je (1 — n) konstanta razli¢ita od nule (kojom, po Zelji, mozemo pomnoziti prethodnu jednacinu),

dobijena jednacina je linearna jednacina po nepoznatoj funkciji z = z(z). Kao Sto veé¢ znamo, ova jednacina se
dalje resava uvodenjem smene z(z) = u(z) v(z).

Postupak ¢emo ilustrovati primerom:

Primer 13.15. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine xy' — 4y = x> VY.

Resenje: Ako jednacinu podelimo sa x, dobijamo
4
V- y=TVy,

1
i prepoznajemo Bernulijevu jednac¢inu u kojoj je n = 3 Deljenjem sa /y dobijamo

4
_E‘/‘@_m’

1 “Citamo” smenu

z(z) =y = 2 (x) =

Uvrstavanjem u jednacinu, dobijamo linearnu jednacinu

/
22 ——z=1x,
x
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a uvodenjem smene z = u v, kada je 2’ = v’ v + u v' dobijamo
/ / 4 / / 4

2Wv+udr)——uwv=z = W v+u (20— —v)=2x.
x x

Sada odredujemo funkciju v iz uslova da je

4
o~ ty—o o P_,d
X v

i dobijamo
In|v| = 2In|Cz| = In|Cz|? = v=(Cx)?*,

a birajuéi C' = 1, konac¢no odredujemo v(z) = 22

Koristeéi ovaj rezultat u linearnoj jednacini, dobijamo

1
202w =z = w = —

2z

odakle je
1 de 1

== | —==1 .

u(x) 5 — =5n |z| + C

Sada je

2(z) = u(z) v(z) = 2 (C +1In/x) ,

a vrac¢ajuéi i smenu y = 22 dobijamo opéte resenje polazne Benulijeve jednacine

y(z) = 2* (C +1ny/x)? .
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14 Linearne diferencijalne jednacine viSeg reda

14.1 Obicne diferencijalne jednacine viSeg reda - osnovni pojmovi

Obiéna diferencijalna jednacina n-tog reda je diferencijalna jednacina opsteg oblika

F(z,y,y,y",...,y"™)=0.

Ona, dakle, sadrzi nepoznatu funkciju jedne promenljive, i izvode te funkcije zakljuéno sa izvodom n-tog reda.
Opste resenje ovakve diferencijalne jednacine je oblika y = y(z,Cy,Co,...,Cy). To je familija funkcija koje
zavise od n konstanti, a koje zadovoljavaju datu jednacinu za svaki izbor vrednosti tih konstanti. Za svaki konkretan
izbor vrednosti konstanti koje figurisu u opstem resenju dobija se jedno partikularno resenje diferencijalne jednacine.
Konstante u opstem reSenju se ¢esto odreduju tako da resenje zadovoljava neki pocetni uslov koji je oblika:

y(a) = bla y/(a) = b27 y//(a’) = b37 s ) y(nil)(a) = bn .

Ovih n jednakosti nam je potrebno za odredivanje vrednosti n nepoznatih konstanti.

Primer 14.1. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y'"' (x) = x. Zatim odrediti ono partikularno reienje
koje zadovoljava uslove y(0) =1, y'(0) = 2, y”(0) = —1.

Resenje: Direktnim uzastopnim integraljenjem dobijamo

22
y"(x):/xde?%-Cl,

.CL'Z xg
y/<$):/(?+01)d$:F+Cl$+02,

3 x? x?
yx)= [ (=+Crxz+Cy)dz="—+C —+Cyz+Cs5.
6 24 2
Ovim smo dobili opste resenje date jednacine.
Uvrstavanjem pocetnih uslova dobiéemo i trazeno partikularno resenje (reSenje pocetnog problema):

y(O):Cgil, y,(o):CQZQa y//(o):01:717

pa je
1‘4 2

T

Jednagina treéeg reda koju smo upravo resili je jednostavna jednacina oblika y(") = f(z), koja se reSava uzastop-
nom integracijom. Svakim korakom (integracijom) se snizava red jednacine. Ovakve jednacine uvek lako mozemo
resiti (sve dok znamo da resimo integrale na koje nailazimo). Cinjenica je, medutim, da je, u opstem slucaju,
reSavanje diferencijalnih jednacina viSeg reda veoma ozbiljan posao i da se reSenja mnogih takvih diferencijalnih
jednacina ne mogu odrediti (osim, eventualno, priblizno). Zato éemo se u nastavku usredsrediti na samo jednu klasu
diferencijalnih jednacina, koje se nazivaju linearne diferencijalne jednacine i predstavljaju uopstenje diferencijalne
jednacine prvog reda, o kojoj smo ve¢ govorili.
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14.2 Linearna diferencijalna jednacina drugog reda

Linearne diferencijalne jednacine su od veoma velikog znacaja u teoriji diferencijalnih jednacina, ali i u Sirokoj
praksi koja se na ovu teoriju oslanja. IzuCavane su mnogo, i o njima se mnogo zna i moze mnogo re¢i. Uz to,
veliki deo teorijske osnove koja se na njih odnosi moze se razumeti i bez velikog matematickog predznanja i bez
korigéenja komplikovanih matematic¢kih aparata. Dalje, linearne diferencijalne jednacine, i to posebno one drugog
reda, su u osnovi svih rezultata iz oblasti mehanike fluida, teorije provodljivosti, talasnog kretanja, elektromagnetnih
fenomena. Ovim je nedvosmisleno receno koliki je njihov znacaj. Sadrzaj koji sledi odnosi se, upravo zbog toga, u
najvetoj meri na linearne diferencijalne jednacine drugog reda.

Linearna jednac¢ina drugog reda je opSteg oblika

y' +p)y +q(z)y = f(z),

pri ¢emu su p, q i f neprekidne funkcije na nekom intervalu I C R.

Ocigledno, ova jednacina je uopstenje linearne jednacine prvog reda, y' + q(x) y = f(x).

Ukoliko je f(z) = 0, linearna jednacina se tada svodi na oblik y” + p(z) v’ + q(x) y = 0. Za takvu jednac¢inu
kazemo da je homogena. U protivnom je nehomogena.

U nastavku ¢emo prvo govoriti o homogenim, a zatim o nehomogenim linearnim diferencijalnim jedna¢inama
drugog reda. Konaé¢no, posebno ¢emo se pozabaviti specijalnom klasom linearnih diferencijalnih jednacina drugog
reda - onima koje imaju konstantne koeficijente. U slu¢aju kada su p i g proizvoljne funkcije ne postoji opsti
postupak za reSavanje linearne diferencijalne jednac¢ine. Medutim, ako su p i ¢ konstante, postoji opsti postupak za
reSavanje linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima; to je razlog zbog kog ¢emo im posvetiti
posebnu paznju. Izlozi¢emo opsti postupak za njihovo resavanje.

Nakon svega toga, ukratko ¢emo pomenuti kako se svi navedeni rezultati mogu uopstiti na linearne diferencijalne
jednacine viseg reda.

14.2.1 Homogena linearna jednaéina drugog reda

Potrebno je da uvedemo neke pojmove koje ¢emo koristiti u nastavku price o reSavanju linearnih jednacina.

Definicija 14.1. Linearna kombinacija funkcija y = y1(x) i y = y2(x) je funkcija oblika y(x) = Cy y1 + Co ya,
gde su C1,Cy € R (proizvoljne realne konstante).

Definicija 14.2. Funkcije y = y1(z) i y = ya(x) su linearno nezavisne na nekom intervalu I C R ukoliko za
njthovu linearnu kombinaciju na tom intervalu vazi

Ciy1+Coys=0 (ako i) samo ako je Ci=Cy=0.

Uocavamo da su dve funkcije linearno zavisne akko se jedna moze prikazati kao umnozak druge. Ako je

C C
Ciy1+Cyy2 =0 i, recimo, Cy # 0, onda je y; = _Fl y2 = Ay2 (gde smo koristili oznaku da je —FI =A).
2 2

Napominjemo da se pojam linearne kombinacije i linearne (ne)zavisnosti funkcija moze direktno prosiriti i na
n funkcija.

Da bismo formulisali uslov na osnovu kog mozemo lako utvrditi da 1i su (dve) funkcije linearno zavisne ili ne,
koristiéemo determinantu Vronskog.

Definicija 14.3. Detrminanta Vronskog za dve funkcija y = y1(x) iy = yo(x) koje su diferencijabilne na nekom
intervalu I C R, je

Wonanle) =| U400 2000 | st

Teorema 14.1. Ako su funkcije y = y1(x) i y = y2(x) linearno zavisne na nekom intervalu I C R, odgovarajuéa
determinanta Vronskog, Wy, ,,(x) je na tom intervalu identicki jednaka nuli.
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Dokaz: Pretpostavimo da su funkcije y = y1(2) i ¥y = y2(z) linearno zavisne na nekom intervalu I C R. Tada
mozemo napisati da je, za neko A\ € R, zadovoljeno da je y; = Ays. Determinanta Vronskog je onda

_ (@) wyex) | | Aye(r) we(e) | _ | ve(z) we(z) | _
Wonale) = @ |- = 0.

<
—_~
—~
S
~
<

Koristili smo osobinu determinante da je jednaka nuli ukoliko ima dve vrste (ili dve kolone) jednake, ili propor-
cionalne.
Uocavamo da je Wy, ,,(z) = 0 za svako x € I.

Na osnovu prethodne teoreme znamo da iz ¢injenice da je za neke dve funkcije determinanta Vronskog razlicita
od nule za bar jednu vrednost xg € I, sledi da su te dve funkcije na posmatranom intervalu linearno nezavisne.

Sada je vreme da vidimo kako prethodne pojmove mozemo da dovedemo u vezu sa linearnim diferencijalnim
jednacinama, i iskoristimo pri odredivanju njihovog opsteg resenja.

Prvo jos jednom naglasavamo da posmatramo homogenu linearnu diferencijalnu jedna¢inu drugog reda:
y' +p(@)y +ae(z)y=0,
na nekom intervalu I gde su p i ¢ neprekidne funkcije.

Teorema 14.2. Ukoliko su funkcije y = y1(x) iy = y2(z) dva refenja homogene linearne jednacine drugog reda,
onda je i svaka njihova linearna kombinacija y = Cy y1 + Ca yo resenje iste jednacine.

Dokaz: Ovo tvrdenje veoma se lako dokazuje direktnom proverom, odnosno uvrstavanjem linearne kombinacije
y = Ch y1 + Cs yo reSenja y1 1 Y2 u jednacinu i utvrdivanjem da y zadovoljava jednacinu.

Jedno korisno tvrdenje o determinanti Vronskog koja odgovara reSenjima homogene linearne diferencijalne
jednacine je

Teorema 14.3. Ako su funkcije y = y1(x) i y = y2(x) dva resenja homogene linearne jednacine drugog reda, tada
je njthova determinanta Vronskog, Wy, 4, (), ili jednaka nuli za sve vrednosti x € I, ili razlicita od nule za sve
vrednosti x € I.

Ovu teoremu neé¢emo dokazivati, ve¢ ¢emo samo napomenuti da je ona deo tvrdenja poznate Abelove teoreme,
u okviru koje je data i formula (koja je poznata kao Abelova formula) za determinantu Vronskog koja odgovara
reSenjima linearne homogene jednaéine 3" + p(z) ' + q(z) y = 0:

Wy, .y () =ce” [ p(x) do ’

gde je ¢ odgovarajuca konstanta koja zavisi od y; i yo, ali ne zavisi od z.
Odatle direktno sledi da za ¢ = 0 vazi da je Wy, ,,(z) = 0, za svako x € I, a da za ¢ # 0 vazi da je Wy, ,,(z) # 0,
za svako x € I. Jos jedna direktna posledica je i tvrdenje:

Teorema 14.4. Ako su funkcije y = y1(x) i y = ya2(z) dva resenja homogene linearne jednacine drugog reda na
nekom intervalu I, tada vazi:

e Y1 1Yo su linearno nezavisne funkcije akko je Wy, . (x) #0, za sve x € I;

e Y1 1Yo su linearno zavisne funkcije akko je Wy, 4, (x) =0, za sve x € I.

Sledi veoma znacajno tvrdenje o opstem resenju homogene linearne diferencijalne jednacine drugog reda:

Teorema 14.5. Ukoliko su funkcije y = y1(x) i y = y2(x) na nekom intervalu I dva linearno nezavisna resenja
homogene linearne jednacine drugog reda, onda je opste resenje te jednacine oblika y = C1 y1 + Cs ys.

Dokaz: Uocimo, prvo, razliku izmedu tvrdenja Teoreme 14.2 i Teoreme 14.5.

Prva kaze da, polazed¢i od dva reSenja homogene linearne jednacine, mozemo formirati jo§ beskonatno mnogo
reSenja te jednacine, formirajuéi sve moguce linearne kombinacije dva posmatrana resenja.

Druga kaze da, polaze¢i od dva linearno nezavisna reSenja homogene linearne jednacine, mozemo formirati sva
moguca reSenja te jednacine, formirajuéi sve moguce linearne kombinacije polazna dva reSenja. Kada kazemo “sva
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moguca reSenja’, mislimo na reSenja koja zadovoljavaju sve moguce pocetne uslove. Opste resenje, je, dakle, reSenje
u kom se konstante C; i Cy mogu odrediti tako da bude zadovoljen bilo koji postavljeni pocetni uslov.

Kako nema sumnje da linearna kombinacija y = Cy y; + Cs y2 (linearno nezavisnih) resenja y; i y» jeste resenje
posmatrane jednacine, jer to sledi ve¢ na osnovu Teoreme 14.2, ostaje da dokazemo da iz linearne nezavisnosti
funkcija y; i yo sledi da se konstante C; i C; mogu odrediti tako da bude zadovoljen bilo koji postavljeni pocetni
uslov.

Neka je pocetni uslov dat u obliku
y(zo) = a, y'(z0) =b.

Potrebno je pokazati da se uvek, na jedinstven nacin, mogu odrediti konstante Cy i Cy u izrazu y = Cy y1 + Cs y2
tako da je zadovoljeno da je

y(zo) = Cry1(wo) + Coya(wo) =a i y'(x0) = C1 ¢i(x0) + C2 ya(0) = .
Ovim je generisan sistem linearnih jednacina u kom su promenljive C; i Cs, a determinanta ovog sistema je

y1(wo)  y2(zo)

=W, .
o) ghlao) | = o)

Kako su y; 1 yo linearno nezavisna resenja homogene linearne diferencijalne jednacine, znamo (na osnovu
Teoreme 14.4) da za njihovu determinantu Vronskog vazi da je Wy, 4, (z) # 0, za sve z € I. To, naravno, znaci
da je Wy, 4, (z0) # 0, odnosno, da je determinanta gornjeg sistema jednacina razli¢ita od nule, za svako x¢. To,
dalje, znaci da je posmatrani sistem jednoznac¢no resiv, odnosno da se konstante C7 i Cy uvek mogu odrediti na
jedinstvenn nacin, tako da proizvoljan pocetni uslov bude zadovoljen nekom funkcijom oblika y = Cy y1 + Ca yo.

Ovo, konac¢no, znaci da je y = C; y1 + Cs y2 opSte reSenje posmatrane homogene jednacine, odnosno da je
teorema dokazana.

Skup dva linearno nezavisna reSenja homogene linearne diferencijalne jednacine drugog reda zove se fundamen-
talni skup (sistem) redenja te diferencijalne jednacine.

1
Primer 14.2. Data je diferencijalna jednacina 3" + p y — g y =0, za x # 0. Proveriti da li funkcije y1 =z 1
1
yo = —— c¢ine fundamentalni skup resenja ove jednacine. Formirati opste reSenje posmatrane jednacine.
x
Resenje: Posmatrana jednacina je homogena, linearna, drugog reda. Date funkcije ¢ine fundamentalni skup
reSenja ove jednacine ukoliko zadovoljavaju jednacinu i uz to su linearno nezavisne.

Da bismo utvrdili da li su date funkcije y1 i yo reSenja ove jednacine, uvrsticemo ih u jednacinu i to neposredno

proveriti. Kako jey; =1, y{ =0, yo=— 1 yy = _—3, uvrstavanjem u jedna¢inu dobijamo
x x

PSR SO B B S O B
x PR ™ . R

i zaklju¢ujemo da posmatrane funkcije jesu resenja jednacine.
Da bismo proverili linearnu nezavisnost ovih funkcija, posmatramo njihovu determinantu Vronskog:

Y1 Y2
W, T) =
wanle)=| 1 2

=—+#0, zasvakoxz € R\ {0}.
x

Dakle, date funkcije su linearno nezavisna reSenja posmatrane jednacine, pa ¢ine njen fundamentalni skup

1
resenja, koji je, prema tome {x, ——}.
x

Konacno, opste resenje date homogene linearne jednacine je linearna kombinacija elemenata fundamentalnog
skupa resenja, odnosno

1
ylx)=Crx—Cy — .
T

Napomenimo, ipak, da smo do opsSteg reSenja lako dosli pre svega zato Sto smo dobili dva linearno nezavisna
reSenja jednacine, pa je u ovom slucaju nas posao bio samo da potvrdimo da date funkcije zaista ¢ine findamentalni
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skup, i da zatim napiSemo njihovu linearnu kombinaciju. Najtrezi deo posla, odredivanje linearno nezavisnih
resenja, nismo morali da radimo. U stvari, taj posao, u slucaju opste linearne (homogene) jednacine, najcesée
neéemo ni znati da uradimo. Prethodna pri¢a bi, tako, prilicno izgubila na znacaju (Sta vredi $to znamo Sta
mozemo da napravimo od funkcija y; i y2, kad ne znamo da odredimo te funkcije!), kada ne bi postojala veoma
vazna specijalna klasa homogenih linearnih diferencijalnih jednacina, za koje ¢emo lako odredivati funkcije y; i yo,
odnosno fundamentalni skup resenja. Kao $to je veé receno, to su linearne jednacine sa konstantnim koeficijentima,
i ubrzo ¢emo se pozabaviti njima.

14.2.2 Nehomogena linearna jednacéina drugog reda

Posmatrajmo sada nehomogenu linearnu jednac¢inu
y'+p@)y +a@) y = fz). (21)

Ukoliko znamo opste resenje homogenog dela jednacine, y” + p(z) v’ + q(x) y = 0, za koje smo u prethodnom
delu pokazali da je oblika y, = C7 y1 + C3 y2, mozemo odrediti opste resenje nehomogene jednacine koristeéi metod
vargjacije konstanti. Ovaj postupak ¢emo u nastavku opisati, a zatim ilustrovati primerom.

Polazedi, dakle, od y, = C1 y1 + Cs y2, gde su y; i yo dva linearno nezavisna reSenja homogenog dela jednacine,
a C7 1 Cy proizvoljne konstante, pretpostavi¢emo da je opste resenje jednacine (21) oblika

y=Ci(z) y1 + Co(z) yo .

To znaci da sada posmatramo Cy = Cy(z) i Cy = C2(x) kao funkcije promenljive z. Cilj je odrediti Cy(x) i Ca(z)
tako da funkcija y zaista bude reSenje posmatrane nehomogene jednacine (21).

Da bismo uvrstili pretpostavljeno resenje u jednac¢inu (21), potrebni su nam njegovi izvodi. Prvi izvod je, na
osnovu pravila za izvod proizvoda,

Y (z) = C1(x) y1 + Cr(x) yy + Co(x) y2 + Ca(x) 45 -

S obzirom da imamo dve nepoznate funkcije (C, = C(z) i Cy = C3(2)) i jednu jedna¢inu koju teba da zadovoljimo,
imamo moguénost da, zbog neodredenosti problema, postavimo pogodan dodatni uslov. Odlu¢i¢emo se za uslov

Ci(z) y1 + Cy(x) Y2 =0, (22)
koji dalje pojednostavljuje upravo izracunati prvi izvod:
y'(z) = Cr(x) vy + Ca() v -
Dalje je drugi izvod ove funkcije
y'(z) = Cl(z) yi + Ci(z) o + Co(x) vy + Ca(x) v3 -
Ako sada dobijene izvode uvrstimo u jedna¢inu (21), dobijamo
Ci(z) 1+ Cu(x) yi' + Co(x) vy + Ca(2) v + p(z) (Cr(@) y1 + Ca(x) v5) + ¢(2) (Cr(2) y1 + Co(@) 12) = f (=) ,
odnosno
Ci(@) (W +p(x) 1+ q(@) y1) + Co(@) (v + p(x) Y3 + q(@) y2) + C1(x) ¥i + Co(@) y5 = f(2) .

Kako su 1 i yo redenja jednacine y” + p(x) v + q(z) y = 0, jasno je da su izrazi u zagradama uz C; i Cy jednaki
nuli, odnosno da vazi
yi +p@) i +a@)yi =0 1 yy +pla) ya+aql@) y2 = 0.
Tada mora vaziti
Ci(x) yr + Cy() y = f(x) (23)
a ovo je jos jedan uslov, uz uslov (22), koji koristimo za odredivanje nepoznatih funkcija C; i Cs. U stvari, uslovi (22)

i (23) predstavljaju sistem linearnih jednag¢ina sa promenljivim Cf(x) i Cy(x). Determinanta ovog sistema je

‘ Y1 Y2
Yio Y

=Wy, .y () #0
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jer su funkcije y; 1 y2 po pretpostavci linearno nezavisne. Sistem linearnih jednacina ¢ija je determinanta razlicita
od nule ima jedinstveno regenje. To znagi da iz ovog sistema na jednoznac¢an nacin dobijamo vrednosti za Cj(x) i
C4(z). Njihovom direktnom integracijom dobijamo i vrednosti nepoznatih funkcija Cy(x) i Ca(x). Uvritavanjem
u polazni oblik resenja dobijamo opste resenje jednacine (21).

/!
Primer 14.3. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y” — v x.
x
/
Resenje: Prvo je potrebno odrediti opste resenje homogenog dela posmatrane jednagine, y” — Lo 0. Kako
x
se ova homogena jednacina moze napisati u obliku
dy’ ! dy  d dy’ d
d_y L W _d /l: @
dx T y' T y' T

b

dobijamo da je
Inly'| =In|C z| odnosno ' =Cux.
Nakon jos jedne integracije je

y:yh:/dex201x2+Cg,

c
gde smo koristili oznaku 5 = ;. Dakle, ovu homogenu jednac¢inu smo relativno lako resili (snizavanjem reda),

a sada ostaje da odredimo i opSte reSenje date nehomogene jednacine polazeéi od opsteg resenja homogene.
Uocavamo da funkcije y; = 2% i yo = 1 predstavljaju elemente fundamentalnog sistema resenja posmatrane ho-
mogene jednacine.
Posmatrajuéi
y(x) = C1(x) 2% + Cy(x) (24)

cilj nam je da odredimo funkcije C; = Cy(z) i C2 = Ca(x) tako da y bude resenje date (nehomogene) jednacine.
Prateéi sve Sto je prethodno uradeno u okviru opisa postupka varijacije konstanti, diferenciramo (dva puta)
izraz za y i formiramo sistem linearnih jedna¢ina sa nepoznatim C] i Cj:
Crx?+Cy = 0
Ci2z = =

gde smo korisili da je u datoj diferencijalnoj jednacini f(x) = z.
Ovaj (trougaoni) sistem lako resavamo i dobijamo da je

Direktnom integracijom je dalje

1
(@) = 3 /da::g+01,

3
Cg(glc):—1 /:E2dx:—%+02.

Kona¢no, opste resenje polazne nehomogene jednacine dobijamo uvrstavanjem ovih funkcija u izraz (24):

3

y(@) = (5 +Cn)a® = o+ Co

odnosno
23
y(z) = Ch ac2—|—02—|——3 .

Opste resnje y = y(x) nehomogene linearne jedna¢ine (21) mozemo dobiti, polazeé¢i od opsteg resenja y =
yn(z) = C1 y1 + Oy ya» odgovarajuée homogene jednacine y” + p(x) v’ + q(x) y = 0, na jos jedan na¢in osim
koriste¢i metod varijacije konstanti. Moze se pokazati da je to trazeno opste reSenje oblika

y(@) =yn(@) +yp(@2) =Cryn + C2 y2 + 4y, (25)
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gde je yp(x) jedno partikularno resenje date nehomogene jednac¢ine. O tome kako da odredimo to jedno partikularno
resenje ne mozemo da kazemo mnogo u sluc¢aju opste linearne jednacine. Opet ¢e, medutim, sve biti mnogo lakse
za slucaj jednacina sa konstantnim koeficijentima.

Da bismo dokazali da je tvrdenje/formula (25) o opstem obliku resenja tacno, prvo uotavamo da vazi tvrdenje

Teorema 14.6. Ako su yp1 @ Yp2 dva partikularna reSenja nehomogene jednacine (21), onda je njihova razlika
Yp1 — Yp2 TeSenje odgovarajuée homogene jednacine y' + p(x) y' + q(x) y = 0. Pri tome, ako je yn(z) = C1 y1 +
Cy y2 opste resenje ove homogene jednacine, onda za svaki izbor dva partikularna redenja yp 1 yp2 nehomogene
jednacine (21) postoje konstante Cy i Co takve da je za njih

Yp1 —Yp2 = Cry1 +Co 92 .

Dokaz: Kako su 1 1 ype2 partikularna reSenja nehomogene jednacine (21), ove funkcije zadovoljavaju jednacinu,
odnosno, zadovoljeno je
Ut +P(2) Ypy +a(@) yp1 = f(2) 1y + (@) Yo + a(@) yp2 = f(2) -

Formirajuéi razliku ovih jednakosti, dobijamo

W1 = Yp2) + () Up1 — Yp2) + (@) (Yp1 — yp2) =0,
§to, u stvari, znaci da funkcija y,1 — yp2 zadovoljava homogenu jednacinu y” + p(z) y' + g(x) y = 0 (odnosno, da
je jedno njeno resenje).

Kako je yn(z) = Cy y1 + Oy ya po pretpostavci opste resenje jednacine y” + p(z) v’ + q(x) y = 0, za svako
partikularno reSenje te jednacine, pa i za upravo generisano y,1 — yp2, vazi da je oblika C y1+C5 y2, za odgovarajuci
izbor konstanti C; 1 Cs.

Kako je sada jasno da je moguée napisati

Ypl — Yp2 = Yh = Yp1 = Yh + Yp2

lako je zakljuciti da se, polazeéi od jednog konkretnog partikularnog reSenje y,2 nehomogene jednaéine (21), i
opsteg resenje yp(z) = C1 y1 + Cs y2 odgovarajuée homogene jednacine, za odgovarajuéi izbor konstanti Cy i Co
mogu generisati sva ostala (partikularna) reSenja posmatrane nehomogene jednacine. Time smo pokazali da je
formulom (25) zaista predstavljeno opste resenje jednacine (21). Na ovu formulu ¢emo se oslanjati kada budemo
reSavali nehomogene jednacine sa konstantnim koeficijentima.

14.2.3 Linearna jednac¢ina drugog reda sa konstantnim koeficijentima

Da bismo odredili opste resenje linearne jednacine drugog reda, potrebna su nam dva linearno nezavisna reSenja
njenog homogenog dela. Dalje, po opisanom postupku, linearna kombinacija ovih resenja predstavlja opste resenje
homogenog dela jednacine, koje oznacavamo sa y,. OpsSte reSenje nehomogene linearne jednacine dobijamo ili
metodom varijacije konstanti, ili u obliku y = y;, + yp, ukoliko znamo jedno partikularno reSenje y, nehomogene
jednacine. Zakljucujemo da se ceo postupak resavanje (nehomogenih) linearnih jednac¢ina drugog reda oslanja na
poznavanje dva linearno nezavisna reSenja homogenog dela jednacine. O tome kako odrediti dva takva reSenja
nismo jo$ rekli prakti¢no niSta, osim da za jednacinu

v +p)y +q(z)y=0,

u op$tem slucaju, kada su p i ¢ proizvoljne funkcije, standardni postupak ne postoji.

Ukoliko, medutim, posmatramo specijalnu klasu medu linearnim jednac¢inama drugog reda - linearne difererenci-
jalne jednacine drugog reda sa konstantnim koeficijentima, reSavanje postaje znatno jednostavnije. Taé¢nije, za ovu
grupu jednac¢ina postoji standardan, i uz to priliéno jednostavan, algoritam reSavanja. Opisa¢emo ga u nastavku.

Homogena jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima

Posmatramo, dakle, homogenu jednacinu oblika

y"+a1y’+a2y:O, al,GQER. (26)
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Pretpostavimo da ona ima resenje koje je oblika y = e**, A € R. Odredi¢emo uslov koji A u tom sluéaju mora
da zadovoljava.

Funkcija y = e® treba da zadovoljava jednacinu (26). Uvrstavanjem, za y' = X e*® iy’ = A\? €**, dobijamo
MM pa NeM +ag e =0 = (/\2—|—a1/\—|—ag)e)‘$=0.
Odatle zakljuéujemo da ée funkcija y = e biti resenje jednacine (26) za one vrednosti A za koje je
MtaA+ay=0. (27)

Prethodna jednacina zove se karakteristicna jednacina diferencijalne jednagine (26). To je kvadratna jednacina koju
lako resavamo, i za koju znamo da ima dva reSenja. Oznac¢imo ih sa A; i Ao. Znamo da za dva reSenja kvadratne
jednacine mogu da nastupe slededi slucajevi:

1. )\1,)\2 ER i N\ 75 Ag;
2. M, A €R 1 A\ = Ag;
3. M, €eC, Mi=a+06i, a=a—-p0i, o R

Jasno je da su funkcije y; = eM? i y, = 2% reSenja jednacine (26) u svim prethodno navedenim slucajevima.
Medutim, ono $to nam je potrebno da bismo formirali opSte resenje ove jednacine je da na raspolaganju imamo
njena dva linearno nezavisna reSenja. Za svaki od tri prethodno navedena sluc¢aja ¢emo posebno razmotriti ovo
pitanje.

1. )\1,)\2€R i )\175>\2

)\11 )\2{6

S obzirom da ve¢ znamo da (realne) funkcije y; = €% i yo = ¢™*” zadovoljavaju jednacinu (26), ostaje da

utvrdimo da su ove funkcije linearno nezavisne.

Posmatramo odgovarajuéu determinantu Vronskog

1 1

— o(AiFA2)z | _
)\1 )\2 € (AQ )\1) .

‘/Vyhm(x) = ‘ Z/i zZ

. ‘ eklw 6A21

)\1 e)\lzc )\2 e)\zzc

Kako je, po pretpostavci, A # Aa, zakljucujemo da je Wy, 4, (z) # 0, odnosno da su funkcije y; 1 yo linearno
nezavisne. One, dakle, formiraju fundamentalni sistem reSenja, a njihova linearna kombinacija je opSte resenje
jednacine (26):

y(z) = C1eM? 4+ Che?® .

Primer 14.4. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y”' + 1y — 2y = 0.
Resenje: Karakteristi¢na jedna¢ina date homogene difrencijalne jednacine je
M4EA-2=0

a njena reSenja su
)\1 - 72 i )\2 = 1 .

Ova reSenja su realna i razli¢ita, pa je fundamentalni skup reSenja date jednacine {6729’:, €”}, a opste resenje
date jednacine je

y(z)=Cr e +Cye” .

2. )\1,)\2€R i AMi=X

I u ovom slucaju je y; = e

jednacine funkcija yo = x e
postupak, time generisali dva jednaka resenja, koja svakako nisu linearno nezavisna). Da je yo =z e

¥ reSenje jednacine (26). Pokaza¢emo da je drugo, linearno nezavisno, reSenje te
Mz (jasno je da nema smisla koristiti vrednost Aa, jer bismo, koristeéi ve¢ opisani
)\13,‘

reSenje polazne jednacine utvrdi¢emo direktnim uvrstavanjem. Uocavajuéi da je

yh = eMT 4 A\zeM” i vy = 20eMT 22 pet®
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uvrstavanjem u jednacinu (26) dobijamo:
2\ + )\%:U + a1+ ai Mz + asxx) eMT =)
§to je identicki zadovoljeno jer je
2M1 +a1 + (A +a1A +azx)r=0.

Poslednje vazi zato §to je
)\% +a1 A +ax=0

jer je A1 reSenje karakteristi¢ne jednacine (27), a

2\1 +a1 =0
jer je A1 dvostruko resenje jednacine (27). Ovo poslednje tvrdenje sledi, recimo, na osnovu Vijetove formule
—a
za zbir reSenja jednacine: A1 + Ao = 2\ = Tl Ostaje jos da ispitamo linearnu zavisnost ova dva resenja
jednacine (26). Determinanta Vronskog za funkcije y; = eMT i yy = x M7 je
A1z A1z
Y1 Y2 o € T e
Wylsy2($) - ’ yi y/2 - ’ A eMz  hiw + Mz eM®
= P12 ! x =M1 4 Nz — M\z) =M £ 0
)\1 1+ )\1 X ! 1 ’

Zaklju¢ujemo da su posmatrane funkcije linearno nezavisne, odnosno da formiraju fundamentalni sistem
resenja jednacine (26). To znaci da je u slucaju kada su koreni karakteristi¢ne jednacine realni i jednaki,
opste resenje ove jednacine

y(x) = C1eM?® + Coze™® .

Primer 14.5. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine v — 4y’ + 4y = 0.
Resenje: Karakteristi¢na jednac¢ina date homogene difrencijalne jednacine je

AN —dA+4=0

a njena reSenja su
Al=A=2.

Ova resenja su realna i jednaka, pa je fundamentalni skup resenja date jednacine {e**, ze**}, a opéte resenje
date jednacine je
y(x) = O €2 + Coz €** |

.)\1,)\26@, )\1:C¥+ﬁ’i, Ao = a — i, Q,BER
U ovom slucaju resenje jednacine koje dobijamo za vrednost karakteristi¢nog korena je kompleksna funkcija
y = T — platBi)z _ jom Bri _ eaz(COSﬁJ) —l—isinﬁx) ]

(Koristili smo Ojlerovu formulu prema kojoj je e** = cosx + isin x.)

S obzirom da nam ne odgovaraju kompleksna reenja (elementi fundamentalnog sistema koji su kompleksne
funkcije), uoc¢i¢emo vaznu osobinu jednacine (26):

Ako je y(x) = u(x) + i v(z) kompleksna funkcija koja zadovoljava jednacinu (26), onda tu jednacinu zadovol-
javaju i realni deo u i imaginarni deo v ove komplaksne funkcije.

Ovo se lako potvrduje direktnim uvrStavanjem, koristeéi da je v’ = v’ + v’ i ¢y = v +iv”. Tada

yV'+a1y +a2y=0 = ' + " + a1 (v + ') + az(u+iv) =0
odnosno

u' +au +azu+i(v” +a; v +a3v) =0 = v ta v +au=0 i v"+a v +av=0
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(jer je kompleksan broj jednak nuli akko mu je realni i imaginarni deo jednak nuli).
Ovu osobinu koristimo da zaklju¢imo da su funkcije
y1 = e*¥ cos Bx i yo = e sin fx

reSenja jednacine (26), kao realni i imaginarni deo kompleksnog reenja e“*(cos Sz + isin fx) koje smo
prethodno uoéili. Pokaza¢emo da su ove funkcije linearno nezavisne i da, prema tome, formiraju funda-
mentalni skup resenja jednacine (26).

Determinanta Vronskog za funkcije y; = €** cos Sz 1 yo = €** sin Bz je

e** cos fx e*" sin Bx
a e*®cos fr — fe*sin fr  a e sin fx + Fe*” cos fx

Y Y2
W, T) =
Z/1~,ZI2( ) ‘ yll yé

cos Bx sin Bx
a cosfPx— f sinfBx « sinfzr+ [ cosfPx

_ 6213@

= 2% (q sin B cos fx 4 B cos® fr — a sin Bz cos Bz + B sin® fz) = €22 £0,
jer je B # 0, buduéi da je to imaginarni deo po pretpostavci kompleksnog karakteristi¢cnog korena.

Dakle, uocena resenja su linearno nezavisna, pa se opste resenje jednacine (26) u slu¢aju kada su karakteristi¢ni
koreni konjugovano-kompleksni, moze napisati u obliku

y(x) = Cy e** cos fx + Cy e*“sin fx .
Uocimo da se, polazeéi od konjugovano-kompleksnog resenja Ay = o — Fi dolazi do istih funkcija fundamen-

talnog sistema, pa nema nikakvog znacaja, ni potrebe, uzimati ga posebno u obzir. To znaci da nam je jedno
kompleksno resenje dovoljno da formiramo fundamentalni sistem i opste reSenje polazne jednacine.

Primer 14.6. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y’ + 2y’ + 5y = 0.
ResSenje: Karakteristi¢na jedna¢ina date homogene difrencijalne jednacine je

N 4+2X+5=0

a njena reSenja su
A =-142¢ i Ao =—-1—-2¢.

Ova resenja su konjugovano-kompleksna, pa je fundamentalni skup resenja date jednacine {e™ cos 2x, e~ * sin 2z},
a opste resenje date jednacine je

y(xr) =C1 e P cos2x + Cy e " sin 2z .

Nehomogena jednaéina drugog reda sa konstantnim koeficijentima

Veé nam je poznata formula (25), koja omogucéava da opste resenje nehomogene linearne jednacine dobijemo u

obliku y = yn + yp, gde je y, opste reSenje homogenog dela jednacine, a ¥, jedno partikularno resenje nehomogene
jednacine. Sada znamo da se opSte reSenje homogene linearne jednacine sa konstantnim koeficijentima relativno
lako dobija. Ostaje da navedemo kako se moze odrediti jedno partikularno resenje nehomogene linearne jednac¢ine
sa konstantnim koeficijentima.

Metod neodredenih koeficijenata zasniva se na tome da se, za odredene oblike funkcije f u jednacini

y//+a1 yl+a2y:f(x)a G/l,G/QER (28)

zna oblik partikularnog reSenja y,, a onda preostaje da se nepoznati koeficijenti koji figuriSu u funkciji y, odrede
tako da y, zadovoljava jednacinu (28).

Moze se, dakle, pokazati, da
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e za f(z)=P,(r)e*™ jednacina (28) ima partikularno resenje oblika y, = z°Q,(x) ¢**, gde su P, i Q,
polinomi n-tog stepena, a s viSestrukost karakteristicnog korena a karakteristicne jednacine odgovarajuce
homogene jednacine. Ovde je dakle, P, dati polinom, a @,, polinom istog stepena kao P, ali sa nepoznatim
koeficijentima. Ukoliko a nije karakteristi¢ni koren, koristimo s = 0.

o za f(x) =e"(Py(x) cosbr + Qu(x) sinbzr) jednacina (28) ima partikularno resenje oblika
yp = 2% e*(Ry(z) cosbx + Sj(z) sinbzx), gde su P, i @, polinomi n-tog, odnosno m-tog stepena, R; i S; su
polinomi I-tog stepena, pri ¢emu je [ = max{n, m}, a s viSestrukost karakteristicnog korena a + bi karakter-
isti¢ne jednacine odgovaraju¢e homogene jednacine. Polinomi P i @ su poznati, a R i S imaju nepoznate
koeficijente. Ukoliko a + bi nije karakrteristi¢ni koren, koristimo s = 0.

Ovde napominjemo da jednacina drugog reda ne moze imati visestruke kompleksne karakteristicne korene, ali
¢e ovakav slucaj biti mogué pri reSavanju linearnih jednacina viseg reda sa konstantnim koeficijentima. Kako sve
ostalo Sto se tice metoda neodredenih koeficijenata ostaje nepromenjeno, najprirodnije je odmah izloziti kompletan
rezultat (umesto da ga kasnije dopunjavamo).

Dokaz da navedeno vazi (odnosno, da se za navedene oblike funkcije f nepoznate konstante u pretpostavljenom
obliku y, uvek mogu jednoznac¢no odrediti tako da y, bude partikularno resenje jednacine (28)) ne¢emo navoditi.
Prikaza¢emo, umesto toga, neke ilustrativne primere.

Primer 14.7. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine

1.y =3y — 4y = 3e**;

2.y — 3y — 4y = 2sinx;

3.y — 3y — 4y = —8xe® cosx.

Resenje: Kako svim navedenim jednacinama odgovara ista homogena jednacina 3" — 3y’ — 4y = 0, odnosno
ista karakteristiéna jednacéina A2 — 3\ — 4 = 0, ¢ija su resenja A\ = —1 i Ay = 4, zakljuéujemo da je, u sva tri
slucaja, reSenje homogenog dela jednacine

yn(z) = C4 e L Cye ™.

Partikularna reSenja ¢e se razlikovati u svakom od tri slucaja, pa ¢emo ih posebno razmotriti. Uocavamo takode
da se u sva tri slu¢aja do partikularnog reSenja moze do¢i metodom neodredenih koeficijenata, s obzirom na
odgovarajuéi oblik funkcije f za svaku od jednacina.

1. Funkcija f(x) = 3¢*® je oblika f(z) = P,(x) €®, za stepen polinoma n = 0, a = 2i s = 0 (jer a = 2 nije
karakteristi¢ni koren homogene jednacine). To znaci da partikularno resenje y, o¢ekujemo u obliku
yp(z) = A "

i da nam je zadatak da odredimo koeficijent A; to je pretpostavljeni polinom @, koji je u ovom slucaju nultog
stepena.

Konstantu A odredujemo tako da pretpostavljeno reSenje y, zadovoljava datu nehomogenu jednacinu, dakle
- uvrstavanjem i izjednacavanjem koeficijenata. Tako dobijamo:

_ 2x _ 2x
y(x) =2Ae Yy (z) = 4A e*
a uvrsStavanjem je
4A €%% —3 .24 ¥ — 4A & = 3> = —6A 2 = 3% = A=—-.

To znaci da je trazeno partikularno reSenje nehomogene jednacine

1

yp(a?) = D) €

2x
)
a opste resenje te jednacine

1
y(x) = yn(z) + yp(z) = C1 € + Cr e " — 3 o2
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2. Uovom slucajuje f(x)=2sinz oblika f(x) = e*(P,(z) cosbr + Qu(z) sinbx),zaa=0,b=1, P,(z) =0,
Qm(z) =2, n=m = 0. Kako je ] = max{n, m} = 0 (dakle, polinomi R i S su konstante), i s = 0 jer a+bi =i
nije karakteristiéni koren homogene jednacine, partikularno resenje g, oc¢ekujemo u obliku

yp(x) = Acosz + Bsinzx .
Uvrstavanjem odredujemo konstante A i B.
y,(x) = —Asinz + Bcosx y,(z) = —Acosz — Bsinz ,

a dalje je
—Acosxz — Bsinz — 3(—Asinz 4+ Bcosz) —4(Acosz + Bsinz) = 2sinx

(—5A —3B)cosz+ (—bB + 3A)sinz = 2sinz .

Izjednacavanjem koeficijenata uz trigonometrijske funkcije, dobijamo sistem jednacina

—5A-3B=0 i 3A—-5B=2.

3
Resenje ovog sistema je A = 17 B = T2 pa je partikularno reSenje nehomogene jednacine
(@) 5
x) = -—cosx — —sinx
u 17 7o

a opSte resenje posmatrane nehomogene jednacine je

3 5
y(z) = yn(x) + yp(z) = C1 e L Cye ™+ 1—7005;16 ~ 17 sinz .

3. Tovde je f(x) = —8ze*cosx oblika f(x) = e (P,(z) cosbr + Qm(z) sinbx), za a =4, b =1, P,(x) =
-8z, Qm(z) =0, n =1, m = 0. Kako je l = max{n,m} =1,1s =0 jer a + bi = 4 + i nije karakteristi¢ni
koren homogene jednacine (uoc¢imo da a = 4 jeste karakteristi¢ni koren jednacine, ali se u sluc¢aju ovog oblika
funkcije f pitanje postavlja o kompleksnom korenu a + bi), partikularno resenje y, o¢ekujemo u obliku

yp(2) = (Az + B)e** cosx + (Cx + D)e**sinx .

Dalje je
y,(z) = [(4Az + Cx + A+ 4B + D) cosz + (—Ax + 4Cx — B+ C + 4D) sin z] etr

Yy, (x) = [(15Az + 8Cx + 8A + 15B + 2C 4 8D) cos x + (—8Ax + 15Cz — 24 — 8B + 8C + 15D) sin z] elr

Uvrstavanjem vrednosti za funkciju i izvode u polaznu jednac¢inu, i izjednacavanjem koeficijenata uz trigonometri-
jske funkcije, dobijamo

—Ax+5Cr+5A—-—B+2C+5D=—-8x i —bAxr—Cx—2A—-5B+5C—-D =0,

a izjednacavanjem koeficijenata uz odgovarajuce stepene polinoma, dobijamo sistem linearnih jednacina iz
kojeg se jednoznacno dobijaju nepoznati koeficijenti A, B, C, D:

~A4+5C=-8, —-5A4-C=0, 54—B+2C+5D=0, —-2A-5B+5C—-D=0,

odakle je

A_A g2 04
13 169 13 169

Na osnovu svega ovoga je

(x) = im—@ e*® cosx + —@x—i ' sin
P =\13 7 169 13" 169 ’

i konac¢no

4 280 20 4
— _ 4x —x BRI 4x e dx .
y(@) =yn(x) +yp(x) =Cr ™ +Cae +<13x 169)6 cosx+( 1356 169)6 sinz .
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Ukoliko je u jednacini ¢’ + a1 ' + as y = f(z) funkcija f zbir dve funkcije, odnosno f(z) = fi(x) + fa(x), par-
tikularno resenje jednacine (28) mozemo traziti u obliku zbira dva sabirka y, = yp1 + Yp2, pri ¢emu je y,1 partiku-
larno reSenje jednacine y”’ + a1 y' + as y = f1(x), a yp2 partikularno resenje jednacine y” + a1 y' + az y = fo(z).
Ovo tvrdenje se lako proverava direktnim uvrstavanjem i vazi za proizvoljan broj sabiraka ¢ija je suma funkcija f.

Primer 14.8. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y" — 3y’ — 4y = 3e** 4 2sinz.

Resenje: U ovom slucaju je f(x) = fi(x)+ fo(z) = 3¢** + 2sinx, pa problem resavamo resavajuéi zasebno
dve jednacine,
y" =3y — 4y = 3e*® i y" — 3y — 4y = 2sinzx .

1
Na osnovu rezultata prethodnog primera, znamo da je jedno partikularno resenje prve jednacine y,1(x) = —3 e
3 5
a da je jedno partikularno reenje druge jednacine ypo(z) = 7 cosx — 7 sinz. To znaéi da je jedno partikularno
reSenje polazne jednacine iz ovog primera
1 3 5
Yp(@) = yp1(z) + yp2(z) = D) e*r + 17 CoOST — 17 sinz

a opste resenje polazne jednacine je tada

y(@) = yn(x) + yp(z) = C1 e + Cr € —562 +1—7cosz—1—751nx.

Naglasili smo da se metod neodredenih koeficijenata moze primeniti za odredivanje partikularnog resenja
jednacine samo ako je funkcija f specijalnog oblika, kao sto je prethodno navedeno. Ukoliko to nije slucaj, za
funkciju f u opstem slucaju preostaje nam da primenimo metod varijacije konstanti, koji smo opisali u prethod-
nom delu teksta. Ovaj metod je opstiji 1 moze se primeniti na svaki oblik funkcije f. S obzirom da zahteva malo
viSe tehni¢kog posla, verovatno je da ¢emo prednost dati metodu neodredenih koeficijenata, u slu¢ajevima kada
smo u mogucénosti da biramo.

x
Primer 14.9. Odrediti opste resenje diferencijalne jednacine y" — 2y’ +y = To 22 j 5
x
ResSenje: Homogena jednacina koja odgovara datoj linearnoj jednagini je y” — 2y’ + y = 0, njena karakter-
isti¢na jednacina je A2 — 2\ + 1 = 0, a karakteristi¢ni koreni su A\ = Ay = 1.
Opste resenje homogenog dela jednacine je

yn(z) = Cq e + Coz e” .

Kako u ovom slucaju funkcija f(z) = 5 nije oblika na koji se moze primeniti metod neodredenih koefici-

e

: . 1+af = . - :

jenata, opSte resenje posmatrane nehomogene jednacine odredi¢emo metodom varijacije konstanti.
Posmatramo

y(z) = C1(z) ¥ + Co(x)x e” |
odredujemo prvi izvod
y'(z) = Cy(z) e® + C1(x) € + Ch(x)x e® + Ca(x)(e” + z %)

i postavljamo uslov
Ci(z) e® + Ch(x)xr e =0. (29)

Tada je
y'(z) = Ci(z) " + Ca(a)(e” + w e”)

i dalje je
y"(z) = Cl(z) €® + C1(x) €* 4+ Cy(x)(e” + x €¥) + Co(z)(2e” + x €%) .
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Uvrstavanjem u jednacinu dobijamo da mora biti zadovoljen uslov

X

Ci(z) e” + Ch(z)(e” +x ") =

14+22°

Resavanjem dobijenog sistema jednacina, (29) i (30), po C1 i C4, dobijamo

1

R

d
= Cg(z):/l_i_ixﬂ:arctgx+02,

Ol (z) = —— = cl(x)z—/xdx =—Inv1+22+0C.

1+ 22 1+ 22

Uvrstavanjem ovih funkcija, dobijamo opSte reSenje polazne jednacine

y(x) = (arctg z + Ca) €* + (C1 —In 1+ 22z e = Cy ¥ + C1z e® +e” (arctgx —x In /1 + 22) .

14.3 Linearna diferencijalna jednacina viseg reda
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