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Ovning 5

Termer, formler och strukturer i forsta ordningens logik
Dessa uppgifter later dig 6va pa mal 7, 8, 9 och 10.

Kom ihag var konvention att beskriva (éndliga forsta ordningens) signaturer pa foljande

satt:

o =< Cl,...,Cm;fl,.--,fn;Rl,...,Rk >
dér ¢y, ..., cp dr konstantsymboler, f1,..., f,, &r funktionssymboler och Ry, ..., Ry ar re-
lationssymboler och deras stélligheter anges av en tupel < 0,...,0;81,...,5,;87,...,5;, >

dér s; &r stélligheten hos funktionssymbolen f; (ddr 1 <i < n) och s} &r stélligheten hos
relationssymbolen R; (dér 1 < i < k). Eftersom vi har konventionen att konstantsymboler
har stéllighet 0 sa borjar tupeln med lika manga nollor som det finns konstantsymboler i
signaturen.

1. Lat 0 =< 0,1,¢; f,+; <, P > vara en signatur med stilligheterna < 0,0,0;1,2,2;2,3 >
och 1at x,y, z, u, v, w beteckna variabler. Vilka av féljande uttryck &r termer och vilka &r
formler i LR(0)? (Det kan hinda att ett uttryck varken &r term eller en formel i LR(0).)
Kom ihag att vi har konventionen att inte skriva ut de yttersta paranteserna, samt att vi
ofta forkortar ‘() och ‘(t = s)” med ‘¢’ respektive ‘t = s’.

(a) +(f(+(z,¢),1),+(0,y))
(b) +(f(+(u,0)), 1)
(c) <(f(+(z,9)),¢) AN P(y,2,1)
(d) x=yVz=0
(e) @
(f) ¢
(8) Ply,2) »y=2z
(h) < (y,2) — P(1,y,c
)V
)
)
)

2. Betrakta termerna och formlerna fran foregaende uppgift.

(a) For var och en av termerna, ange vilka dess fria variabler &r samt termens stéllighet
(arity).
(b) For var och en av formlerna, ange vilka dess fria variabler &r samt formelns stéllighet.

(c) Finns det nagon formel i vilken nagon variabel har bade en fri och en icke-fri (dvs.
bunden) forekomst?

(d) Vilka av formlerna &r slutna (closed). Med andra ord, vilka av formlerna &r satser
(sentences)?



(e) Vilka av termerna &r slutna? (En sluten term kallas dock aldrig for sats.)

3. Lat ¢, och x beteckna formlerna fran 1(c), 1(j) och 1(m) respektive. Lat ¢ och s beteckna
termerna +(f(z), ¢) och v respektive.
e Skriv ut (i detalj) formlerna ¢[t/x, s/y], ¥[s/y,t/z] och x[t/x, s/u].
o Ar termen f(y) substituterbar (substitutable) for = i x?
4. Lat 0 = <Jag; FarTill, MorTill; AldreAn> av stéllighet < 0; 1,1; 2 >. Oversiitt foljande
meningar till formler i spraket LR(o).
e Jag dr inte far till mig sjélv.
e Ingen dr morfar till sig sjilv.

e Det finns personer vars far ir &ldre &n sin mor.

Jag dr det enda barnet som min mor har.
e Alla som é&r dldre &n min farmor &r dldre &n mig.
5. Lat o vara som i foregaende uppgift. Avgér om féljande uttryck ar oppna eller slutna

formler, eller om det inte &r en formel i LR(0). Ange dven vilka variabelférekomster som
ar fria och bundna (dvs. inte fria).

a) FarTill(FarTill(x))

b) Jz(AldreAn(jag,z) A y = FarTill(x))

¢) MorTill(MorTill(x)) = MorTill(MorTill(y))— 3z(z = FarTill(x) A z = FarTill(y))
d) x = MorTill(MorTill(Jag)) — x = MorMor(Jag)

A~~~

Lat ¢ beteckna foljande formel: MorTill(x) = y — AldreAn(x,y). Vi kan dven beteck-
na samma formel med ¢(z,y) om vi vill visa att « och y forekommer som fria variabler
i formeln. Om ¢ och s &r termer sa betyder (¢, s) samma sak som ¢[t/x, s/y|. Skriv
ut fullsténdigt foljande formler och svara pa vilka som &r dppna eller slutna, samt
vilka variabler som é&r fria eller bundna.

(e) 3a(Vy(z =y Ap(z,y))
(f) @(FarTill(xzp),FarTill(z1))

(8) Jy(p(zo,y) < w(z,MorTill(y)))

6. Lat o vara en (forsta ordningens) signatur. Forklara vad som menas med en o-struktur.
(Mera precist, vilka komponenter bestar en o-struktur av?)

Vi anvénder foljande konvention (vilket skiljer sig lite fran kursbokens). Om
oc=<¢Cly - sCm; flyoos fay R, oo, R >
4r en signatur sa kan vi beskriva en o-struktur, hir kallad M, pa foljande séatt:
M= < M;c{\/l,...,ci\n/l;ff\/l,...,fT/L\A;R{M,...,Ré\/I >

dir M &r en méngd (strukturens domdn,/universum) och e, ... eM M MO RM L Rﬁ/l
ar tolkningarna av motsvarande symboler i M.

7. I denna uppgift jobbar vi med signaturen o =<;; P > med stélligheterna <;;2 >.
(a) Rita en figur (en riktad graf) som illustrerar o-strukturen M = < M; PM > dir
M ={1,2,3,4} och PM ={(1,2),(2,3),(4,2),(1,1),(4,3),(3,4)}.

Om a och b tillhor strukturens domén sa rita en pil fran a till b om och endast om
(a,b) € PM.
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(b) Beskriv formellt o-strukturen som beskrivs (informellt) av f6ljande figur:

(c) Lat ¢(z,y) beteckna formeln P(x,y) A P(y,z) och lat N vara o-strukturen som
beskrivs av figuren i del (b). Kom ihag att om ¢(z1,...,z,) dr en kvantor-fri o-
formel vars fria variabler dr med i listan x1,...,x, och aq,...,a, ir element fran
N':s domiéin, sa betyder N = ¢(aq,...,a,) samma sak som “(aq,...,a,) satisfierar
o(x1,...,2,) 1 N7 i Definition 5.7.6 i kursboken (som for évrigt anviinder notationen
‘=" med samma betydelse som ‘N 7).

Vilka av foljande stdmmer?

N = P(a,b)

N = P(a,b) A P(b,a)

N = P(a,d) A\ P(d,a)

N = —P(e,e) VvV P(d,c)

N = (P(e,a) A P(a,b)) — P(b,a)
N = P(e,d) +» =P(b,a)

8. Lat o = < 0; 5, +; Q > med stiillighet < 0;1,2;2 > och lat N = < N; oV N, 4N QN >
dar N={0,1,2,3,...} och

oV =o,
sN(n)=n+1forallan €N,

QN ={(n,m) € N?: n dr mindre dn m}.

Vilka av foljande stdmmer?

N Es(0)=0

N Es(0)=1

N Es(0)=1

N | +(5(0), s(s(s(0)))) = s(s(s(s(0))))

N = Q(s(s(s(0))), s(s(0)))

N EQ(s(s(3)),+(3,2)) = s(s(s(2))) = 5(3)

9. Lat o och N vara som i foregaende uppgift. Lat ¢(x, y) beteckna termen +(+(z, ), s(s(s(y)))).
Med de tolkningar vi har i N sa kommer ¢ att motsvara en funktion fran N? till N. Beskriv
denna funktion s& klart och tydligt som mdojligt.



