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Ovning 7

Naturlig deduktion for férsta ordningens logik, samt mer om sanning och
konsekvens

Dessa uppgifter later dig 6va pa mal 10, 11 och 12.

1. Bevisa foljande sekventer med naturlig deduktion:

(a) VzP(z) AV Q(z)F Vz (P(x) A Q(x))
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(b)  {vz(P(z) A Q(x)), Yy(Q(y) = R(y))} I Vz(P(2) AR(2))
(¢) JxP(z)AQ(z)) F Iz P(x) Az Q(z)
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I uppgift 2 och 3 nedan visas hur man kan hérleda bevisregler f6r 3 om man har reglerna
for V och anvénder 3z p(z) som en forkortning av formeln -V —¢(x). De hirledda bevisen

kan betraktas som forkortningar av de langre bevisen. I uppgift 2 och 3 ska du dérfor inte
anvinda reglerna for 3.

2. Konstruera ett formellt bevis for ~ P(c) F =V —P(z), dir c &r en sluten term.

3. Anta att D &r ett formellt bevis (med naturlig deduktion) som vittnar om att P(c) - A,
dir ¢ 4r en ny (godtycklig) konstantsymbol som inte férekommer i den slutna formeln

A. Konstruera ett formellt bevis (som har D som ett delbevis) som vittnar om att
Vo -P(x) - A.

4. (svarare) Bevisa foljande sekvent med naturlig deduktion:

JeYyvVz(z =2Vy=2)FVaVyVz(zr =yVy=2zVa = 2)

5. Lat o vara en signatur och ¢ € LR(0) en sats. Lat ocksa A vara en o-struktur.

(a) Da giller ju A |= ¢ eller A = —p. Varfor?
(b) Ge exempel pa en sats ¢ € LR(o) sa att [~ ¢ och = —p. (Det gar att gora oavsett
vad signaturen o &r.)

(c) Lat ¢ € LR(0) vara en sats som inte ar formellt bevisbar, dvs I ¢. Kan man vara
siker pa att F —? Forklara!l (Vanta med denna del tills vi har gatt igenom sund-
hetssatsen for forsta ordningens logik.)



6. Skriv foljande formler pa prenex normalform, dir vi antar att a ar en konstantsymbol, P
och @ ar 1-stélliga relationssymboler och R &r en 2-stiillig relationssymbol:

(a) ~(VazP(z) AVyQ(y))
(b) Jz=Vz(R(x,z) — JyR(y, 2))
(c) VaJy(R(z,y) vV R(y,z)) — R(a,a)
7. Lat o = (; ; P) med stillighet (; ;2). Betrakta foljande tre o-strukturer:
Ay = (N; ; ; PAL), dir PA tolkas som < pa N.
Ay = (Z; ; ; PAY), dir P2 tolkas som < pa Z ( = mingden av alla heltal).
Az = (Q; ; ; PA), dir P8 tolkas som < pa @ (= mingden av alla rationella tal).

(a) Ange en sats ¢ € LR(0) sa att Ay = ¢ och Ay E —p
(b) Ange en sats 7 € LR(0) sa att Ay =7 och A3 |= —.
(c) Ange en sats £ € LR(0) sa att Ag =& och A; = —¢

8. (svarare) Lat op = (; ; ), sa o¢ har varken konstantsymboler, funktionssymboler eller
relationssymboler. Likvil finns det gott om formler (savil slutna som 6ppna) i LR(oy),
faktiskt odndligt manga. Exempelvis &r detta en sats i LR(0y): Va(z = x).

(a) Skriv satser i detta sprak som tolkas som:

(i) Det finns exakt 3 element.

(ii) Det finns minst 2 element = har egenskapen ¢(z) (dér ¢(z) dr en godtycklig
formel i spraket med den fria variabeln x).

(iii) Det finns exakt ett element som har egenskapen ¢(z).

(b) Ange en teori I' i detta sprak sadan att
A ET om och endast om A ir oéndlig

giller for varje struktur A.
Anmérkning 1: En struktur kallas odndlig om dess universum &r en odndlig mangd.
Anmérkning 2: Méngden I' far vara odndlig.

9. (svarare) Lat o vara signaturen fran Uppgift 7. For att underlétta ldsningen skriver vi i
denna uppgift x <y i stéllet for P(z,y). Lat T vara teorin nedan. En modell for T kallas
for en partiell ordning.

T={VaVyVz (z <yAhy<z) —x<z), YaVy (e <yAy<z) —zx=y)}
(a) Lat p =FzVy (x <yVy<uz).

Ange partiella ordningar A och B sa att A |= ¢ och B = —p.

(b) Lat ¢ =VaVydz((z < z2Ay <2) V(2 <xz Az <y)), och ange partiella
ordningar A och B sa att A =1 och B E —).

(c) Visa att ingen av v, ¢, =1 eller - &r logiska sanningar.



