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1 Satslogik (eng: propositional logic)

1.1 Spraket

Alfabetet bestar av foljande symboler:
satssymbolerna pg, p1, P2, - ...
konnektiverna L, V, A, —, <—.
paranteser: (, ).

PROP é&r méingden av “tillatna teckenstréangar” i detta alfabet, och PROP definieras
induktivt enligt f6ljande. Elementen i PROP kallas i fortséttningen for satser.

1.1 Definition. Teckenstringen ¢ tillhor méngden PROP, dvs ¢ €PROP, om den enligt
foljande klausuler &dr en sats.

Bas : | 4r en sats, och p; &r en sats, for varje ¢ € N.

Ind— : Om ¢ dr en sats, sa dr (—¢p) en sats.

IndV : Om ¢ och ¢ &r satser, sa dr (¢ V 1) en sats.

IndA : Om ¢ och ¢ &r satser, sa dr (¢ A 1)) en sats.

Ind— : Om ¢ och v &r satser, sa ar (¢ — 1) en sats.
Ind<— : Om ¢ och ¢ &r satser, sa ar (p <— ) en sats. 0O

De satser som kastades in i PROP i bassteget, dvs L och alla satssymboler, kallas atomdra
satser.

Underforstatt i alla induktivt definierade méngder ar att ingenting annat kommer in i
méngden dn de objekt som ska tillhéra mangden enligt nagon av klausulerna.

1.2 Exempel. Teckenstrangarna (ps A (=L)), (p1 V (po A po)) och (ps <— (—pg)) &r
satser, men t ex (ps A ) &r inte en sats. O

Observera att konnektiverna V, A, — och «— &r tva-stalliga. T ex &r (py —> py —> p3)
inte en sats. Vi behéver vilja om vi menar ((p1 — p2) — p3) eller (p1 — (p2 — p3)).

Men for att 6ka lasbarheten, sa ska vi anvidnda oss av foljande parenteskonvention.

(i) Skriv inte ut de yttre parenteserna om de dr onddiga.
T ex skriver vi pg — p7 i stéllet for (ps — pr).
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(ii) Konnektivet — binder starkare &n alla andra konnektiv.
Vi skriver t ex py A —pg, nir vi menar (py A (—pg))-

(iii) Konnektiverna A och V binder starkare &n — och «—.
T ex skriver vi ¢ A ) — —pg som en forkortning av satsen ((¢ A ) — (—p4)).

Anm: Konnektiverna A och V binder lika starkt. Om man skriver ¢ A ¢ V o sa kanske
vi menar ¢ A (¢ V o), men lika gérna (¢ A1) V o. I denna situation maste vi anvinda
parenteserna for att klargora vilken sats vi menar!

Pa liknande sétt géller att konnektiverna — och <— binder lika starkt.

1.2 Semantiken

Objekten i PROP kallades satser. Man ska tédnka pa dessa som namn pa fullstindiga
meningar. En fullstindig mening dr en mening med subjekt och predikat, t ex ”"Kalle
sitter pa manen.” eller "z + 4 = 77. Ett annat kdnnetecken pa en fullstindig mening ar
att den kan ha ett sanningsvéirde, dvs den kan vara sann eller falsk.

De minsta bestandsdelarna i satslogikens sprak ar de atoméra satserna, dvs satssymbo-
lerna och L. Givet att alla satssymboler har ett sanningsvérde, sa blir sanningsvérdet for
varje enskild sats i PROP entydigt bestamt, enligt féljande definition.

1.3 Definition. Lat for varje ¢ € N sanningsvirdet av satssymbolen p; vara v(p;). Dvs
v(p;) = 1 eller v(p;) = 0 for alla ¢ € N. Om v(p;) = 1 sa innebér det att p; &r sann, och
v(p;) = 0 innebér att p; ar falsk. Sanningsvérdet v(y) definieras nu enligt:

(i) v(L) =0. Om ¢ = p;, sa v(p) = v(p;) redan definierat. (Dvs L &r alltid falsk, och
satssymbolernas sanningsvérde ar givet av v.)

(ii) Om ¢ = =, sa sitt v(p) = 1 —v(1h). (Dvs =) dr sann om och endast om ) &r
falsk.)

(iii) Om ¢ = 11 V 1o, sa sitt v(p) =max(v(ty, v(1s)). (Dvs ¥y V 1hy dr sann om och
endast om minst en av satserna v och v, ar sann.)

(iv) Om ¢ = 1 A g, sa sitt v(p) =min(v(Yr,v(s)). (Dvs ¥y A g &r sann om och
endast om bade 1); och 1, dr sanna.)

(v) Om ¢ = 1)y — 1)9, sa lat v(p) = 0 om och endast om v(¢);) = 1 och v(1) = 0.
(Dvs satsen ¢; —> 15 dr falsk om och endast om ; &r sann och v, ar falsk.)

(vi) Om ¢ = 9y <— 19, sa lat v(p) = 1 om och endast om v(¢;) = v(1h2). Dvs
satsen 1 <— 1o &r sann om och endast om satserna i, och 1y har samma san-
ningsvdrde. O

Observera att klausulerna i denna definition gor precis det som sanningsvérdestabeller
gor. Sa nar du vill ta reda pa sanningsvardet hos en sats, sa anvind sanningsvirdestabell.

Nér vi skriver sanningsvérdestabeller, sa anvander vi vardet 1 for SANN och vérdet 0 for
FALSK.

1.4 Definition.

(i) En sats ¢ kallas satisfierbar om den &r sann i nagon sanningsvirdestilldelning av
sanningsvérden till satssymbolerna.



(ii) En méngd I" av satser kallas satisfierbar om det finns nagon sanningsvérdestilldelning
av sanningsvirden till satssymbolerna sadan att alla satser i I' blir sanna. O

En sats ér alltsa satisfierbar om det finns minst en 1:a i sanningsvardestabellen for satsen.
En méngd I" av satser ér satisfierbar om man kan gora alla satser i I sanna samtidigt.

1.5 Exempel. Satsen p V (¢ A —q) &r satisfierbar eftersom den &r sann nér p dr sann.
Déremot dr satsen p A (¢ A =q) inte satisfierbar.
Méangden {p — ¢, p} &r satisfierbar, eftersom bada satserna i méngden &r sanna nér
bade p och ¢ &r sanna. Se sanningsvardestabellen i Ex.1.9. O

1.6 Definition. En sats ¢ kallas for en tautologi om den &r sann i alla mojliga san-
ningsvérdestilldelningar av sanningsvérden till satssymbolerna. O

For att ta reda pa om en sats dr en tautologi sa kan man stélla upp sanningsvérdestabellen
for den, och kontrollera om det blir virdet 1 pa varje rad.

1.7 Exempel. Satsen - dr en tautologi, och t ex p V —p &r ocksa en tautologi. Andra
exempel dr (p — q) «— (-pV q) och pA(¢gVr) <— (pAgqg)V (pAr). Vivisar
sanningsvérdestabeller for de tva senare satserna.
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Siffrorna i den understa raden anger i vilken ordning man har evaluerat kolumnerna.
I detta exempel &r 5 den sist evaluerade kolumnen, den som anger sanningsvirdet for
hela satsen for de olika sanningsvérdestilldelningarna. I kolumn 5 finns endast 1:or, vilket
betyder att satsen ar sann i alla tilldelningar, dvs att satsen (p — ¢) «— (—pV q) dr en
tautologi. Vi gor dven en sanningsvirdestabell for p A (¢ V) «— (pAq) V (pAT).

plalr| p AN (gvr) <= (pAg VvV (pAT)
11 1 1 1 1 1 1 1
1jtlof| 1 1 1 1 1 10
tlojt] 1 1 1 1 0 11
t{ofjoll 1 0o o 1 0o 0 0
ol1l1] o o 1 1 O 0 0
ol1lo]l o o 1 1 0o 0 0
olol1] o 0o 1 1 0o 0 0
ololol o0 0 0 1 O 0 0
1T 32 7 4 6 5

De tre vénstra kolumnerna som listar alla mojliga tilldelningar av sanningsvirden till de
ingaende satssymbolerna kallas referenskolumner Vi fyllde alltsa i kolumn 3 med hjalp av
véardena i kolumn 1 och 2. Sedan fyllde vi kolumn 4 och 5 med hjélp av referenskolumnerna,
dérefter kolumn 6 med hjilp av kolumn 4 och 5. Sist fyllde vi i kolumn 7 med hjilp av
kolumnerna 3 och 6. Eftersom kolumn 7 endast innehaller 1:or, sa &r satsen en tautologi.
O



Observera att om en sats beror av n stycken olika satssymboler py, po, ..., p,, sa behover
man en sanningsvirdestabell dir antalet rader #r 2". (Multiplikationsprincipen, varje
satssymbol kan ha 2 sanningsvirden.)

1.8 Definition. En sats ¢ kallas for en tautolog konsekvens av satserna @i, o, ..., 0,
om ¢ dr sann i alla sanningsvérdestilldelningar som gor alla satserna ¢, o, ..., ¢, sanna.
Notation: 1, @9, ..., pn Fo. O

Mer allmént, om I' &r en méngd satser, och o en sats, sa sdger vi att ¢ dr en tautolog
konsekvens av I' och skriver I' = 0 om ¢ &r sann nérhelst alla satser i I' 4r sanna. Om
méngden I' dr tom, sa kan vi skriva |= o, vilket innebér att o &r sann i alla sanningstill-
delningar, dvs ¢ &r en tautologi.

1.9 Exempel. Satsen ¢ &r en tautolog konsekvens av satserna p — ¢ och p. Dvs vi kan
skriva p — ¢, p = ¢. Man kan anvinda sanningsvirdestabell for att undersoka detta:

plall p—a pla
11 11
10 0 1|0
01 1 01
00 100
T 203

De rader i kolumn 1 och 2 som bada har en l:a, har en l:a &ven i kolumn 3. (Det
finns i detta exempel bara en sadan rad, den 6versta.) Déarfor giller att ¢ &r en tautolog
konsekvens av satserna p — ¢ och p. Vi kan alltsa skrivap — ¢, pl=¢. O

1.10 Exempel. p ér inte en tautolog konsekvens av p — ¢, ¢, dvs p — ¢, q [~ p. For
om p &r falsk och ¢ dr sann, sa dr satserna p — ¢ och ¢ sanna medan p &r falsk.

pla| p—q qlp
11 T 11
1] 0 0 01
01 110
00 1 0]o
23

Eftersom det finns (minst) en rad dér bade kolumn 1 och 2 visar sant, och kolumn 3 visar
falskt, sa har vi visat att p — ¢, ¢ £Fp. O

1.11 Definition. Tva satser o1 och oy kallas for tautologt ekvivalenta om oy |= o9 och
o1 |E 09, dvs om var och en av dem &r en tautolog konsekvens av den andra.
Notation: o1 = 09. 0O

Pastaendet att satserna o; och o, ar tautologt ekvivalenta kan &ven formuleras som att
satsen oy <— 09 dr en tautologi. Om tva satser ar tautologt ekvivalenta, sa &r san-
ningsviardena for de bada satserna lika pa varje rad i sanningsvardestabellen. I Exempel
I5serviatt p— g~ -pVqgochatt pA(gVr)=(pAq)V(pAr).
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1.3 Syntaxen - de formella bevisen

Lés i boken kapitel 5, 6 (regler for —, v, A) och kapitel 8 (regler for — och «—). Samtliga
regler finns sammanstéllda i boken sid 557 och framat.

Det dr praktiskt, men ej nodvéindigt, att dven anvinda regeln Reit (for reiteration).
Denna regel tillater dig att upprepa en sats som star hogre upp i samma (del-)bevis. (Ett
delbevis &r ett bevis som forekommer inne i ett annat bevis. Lis om detta i kap 6.2.)

1.12 Definition. Ett bevis med slutsats ¢ och premisser v, ..., 4, &r en lista
517527"'7Sk
av satser sa att ¢ = S; och varje sats S; antingen &r en av premisserna 1, ..., 1, eller

foljer med hjélp av en bevisregel fran en eller flera satser S; med j <. O

Om man skriver sitt bevis som en lista uppifran och ner, sa ska det alltsa pa varje rad
i listan sta antingen en av premisserna, eller en sats som foljer fran satser hogre upp i
listan fran en av reglerna. Man skriver sin sats, och till hoger pa raden skriver man vilken
regel som har anvénts och vilken eller vilka rader hégre upp man hénvisar till.

1.13 Definition.

(i) ¥1,...,%, F o om det finns ett bevis med slutsats o i vilket alla premisser som
anvands dr med bland 1, ..., 1,.

(ii) F o om det finns ett bevis utan premisser med slutsats o.

O

Obs att beviset inte maste anvéanda alla satser 11, . .., ,. Men det far inte anvdnda nagon
annan premiss dn dessal Om man t ex har visat att A, B = C sa &r det dven sant att

A, B, D F C for vilken sats D som helst.
1.14 Sundhetssatsen for satslogiken. Lat I' CPROP och 0 € PROP. Da giéller att
'Fo=Tko
dvs allt som kan bevisas i det formella systemet galler ocksa semantiskt. O

Sundhetssatsen sédger att vi med vart bevissystem fran sanna premisser inte kan bevisa
nagra osanna satser. Beviset gar just ut pa att visa att varje bevisregel bevarar sanning.
Se boken avsnitt 8.3.

1.15 Fullstindighetssatsen for satslogiken. Lat I' CPROP och ¢ € PROP. Da
géller att
'Eo=Tto

dvs om o dr en tautolog konsekvens av I, sa finns det ocksa ett formellt bevis vars alla
premisser tillhoér 1" och vars slutsats dr o. O

Fullstdndighetssatsen séger att vi kan bevisa tillrackligt mycket: vi kan bevisa atminstone
allt som &ar sant. Observera att om I' r tom, sa har vi att = 0 <=+ o, dvs att ¢ dr en
tautologi om och endast om o kan bevisas utan premisser. Det krévs mer arbete for att
bevisa fullstdndighetssatsen, en skiss av ett sadant bevis finns i pappret om sekventkalkyl.
Det bygger pa att om I' |= o, sa gar det inte att gora alla satser i I' sanna samtidigt som
man gor o falsk.



1.16 Definition. En méngd I' av satser kallas inkonsistent om I' - L.
Mangden I kallas konsistent om I'/ L. O

Obs: I'E 1l <= T ér inte satisfierbar.

Men denna observation kan man som foljdsats till sundhets- och fullstédndighetssatserna
visa:

1. Om I ar satisfierbar, sa ar I' konsistent.
2. Om I' &ar konsistent, sa ar I satisfierbar.

Att visa att en mangd I' ar inkonsistent kan ju goras med att ange ett bevis av L i vilket
premisserna tillhor I'. Men om man vill bevisa att ' dr konsistent, sa ar det mycket svarare
eftersom man behover visa att det inte gar att gora ett formellt bevis av L fran premisser
i I'. Da har man stor nytta av sundhetssatsen och ovanstaende kommentar. Man behéver
bara ange en sanningsvérdestilldelning sadan att alla satser i I' blir sanna. Da &r ju I’
satisfierbar, och enligt ovan ocksa konsistent!

1.17 Exempel. Visa att méangden {p A —¢, pV (¢ Ar)} &r konsistent.
Lésning. Vi later p vara sann och g och r falska. Da &r bada satserna i méngden sanna.
Maingden ar alltsa satisfierbar, och det foljer av sundhetssatsen att den &r konsistent. 0O

2 Predikatlogik utan kvantorer

I predikatlogik ska vi forbattra spraket sa att vi kan tala om element, méngder och funk-
tioner Over ett universum.

2.1 Strukturer

Relationer

Lat A vara en icke-tom méngd. En ett-stdllig relation pa A ar en delmingd av A. Om
R C A sa kan vi skriva R(a) for a € R. Om N &r méngden av naturliga tal, och J de
jdmna naturliga talen, sa ar alltsa J en ett-stéllig relation pa N. Vi kan t ex skriva J(4)
for att séga att 4 ar ett jamnt naturligt tal.

En tva-stillig relation pa A &ar en delmédngd av A x A, dvs en méngd av ordnade par
av element fran A. T ex dr ”"Mindre dn”-relationen pa N en tvastillig relation, som vi
brukar ge namnet <. Vi har t ex Mindre(3,100) eftersom 3 < 100. Tva-stélliga relatio-
ner kallas dven for bindra relationer. Vid binéra relationer skrivs ofta, men inte alltid,
relationstecknet mellan de tva argumenten.

Mer generellt: En n-stdllig relation pa méangden A ar en delméngd av A" = AXAx---xA.
Om R &r en n-stillig relation pa A, sa &r alltsa R en méngd av ordnade n-tupler med
element fran A. T ex kan vi ha den tre-stélliga relationen Mellan pa N definierad av
Mellan(a,b,c) om och endast om a dr mellan b och ¢ pa tallinjen.

Funktioner

Lat A och B vara tva icke-tomma méngder. Att f &r en funktion fran A till B betyder
att till varje a € A har tilldelats precis ett element b = f(a) € B. Notation: f : A — B.
Observera att vi kriaver att funktioner ar totala, dvs f(a) ska vara definierad for varje
element a i A, och f(a) ska vara ett element i méngden B.
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Texér f: N — N definierad av f(n) = 3n+1 en funktion. Men i sambandet 2% +y? = 1
(ekvationen for en cirkel med radien 1 och medelpunkt i origo) &r inte y en funktion av z
eftersom det finns flera y-virden som passar till varje z-virde (—1 < z < 1).

Lat A vara en icketom méangd. En ett-stdllig funktion pa A &r en funktion f: A — A.
En tva-stdllig funktion pa A ar en funktion f: A x A — A, dvs en funktion som tar tva
argument fran mangden A, och svarar med ett element i A. Exempelvis P: N xN — N
given av P(n,m) = n+m. P &r en tvastillig funktion, som given tva naturliga tal n och
m svarar med deras summa.

Vi maste vara forsiktiga med méngderna, funktionens svar maste alltid vara i méngden
A. T ex definierar inte regeln M(n, m) = n — m nagon funktion pa N. Det beror pa att
det finns naturliga tal n och m sa att n — m inte ar ett naturligt tal, t ex 3 —5 ¢ N. I
detta fall sdger vi att médngden N inte ar sluten under operationen M.

En n-stdllig funktion pa A &r en funktion f : A" — A, dvs f tar n stycken argument
ai,...,a, och svarar med ett element f(ay,...,a,) € A.
Vi ska nu definiera vad vi menar med en struktur.

2.1 Definition. En struktur &r en icketom méngd A, kallad strukturens universum,
utrustad med ett antal relationer, funktioner och utpekade element i A, kallade konstanter.
Man brukar skriva

A:<A,R1,...Rn,f17...fm,a1,...ak>

for strukturen med universum A, relationerna Ry, ... R, funktionerna fi,... f,, och kon-
stanterna aq,...a;. O
Exempel 1

Strukturen N' = (N, <, S, 0). Universum &r de naturliga talen. Relationen < (den vanliga
"mindre 4n”), den ett-stilliga funktionen S(n) = n+ 1. (S for eng. successor, pa svenska,
efterfoljarfunktionen.) Konstanten 0 tillhér N.

Exempel 2

Strukturen Ry = (R, +, —,-,0,1) med universum de reella talen. Tva-stilliga funktioner
+ och -, den ett-stéalliga funkitonen —, och konstanterna 0 och 1.

Exempel 3

Strukturen Ry = (R, -, /0,1) med universum de icke-negativa reella talen. Tva-stélliga

funktionen -, den ett-stélliga funktionen Vo och konstanterna 0 och 1.

Exempel 4
Strukturen Z = (Z,+, —,0, 1) med universum alla heltal. Tva-stélliga funktionen +, ett-
stalliga funktionen — (additiv invers) och konstanterna 0.

Exempel 5
Strukturen Z5; = (Zs,®,©,0,1) med universum restklasserna modulo 5. Dvs Zj

{0,1,2,3,4} och den tva-stiilliga funktionen & dr addition modulo 5. T ex 3® 1 =

3@4 = 2. Den ett-stiilliga funktionen © &r invers: ©3 = 2 eftersom 3@ 2 = 0, och ©1 =

| |

Exempel 6

Strukturen M = (M, Yngre, Mor, Anna) ddr M &r méingden av alla ménniskor (som
lever nu eller har levt tidigare). Den tva stélliga relationen Yngre(a,b) om a ar yngre é&n
b. Den ett-stilliga funktionen Mor : M — M dér Mor(a) & mamma till a, om a € M.

Exempel 7
Strukturen Ny = (N) har universum de naturliga talen. Strukturen har ingen relation,
funktion eller konstant.



2.2 Sprak

Vi ska anvinda predikatlogik for att resonera i strukturer som ovan. Beroende pa vilken
sorts struktur man &dr intreserad av, behéver man olika sorters sprak. For varje relation R
behover vi en relationssymbol R, och for varje funktion f behover vi en funktionssymbol f.
For varje konstant a behover vi en konstantsymbol a. Man brukar rdkna upp symbolerna
i spraket i samma ordning som motsvarande relation anges i strukturen, darfér anges
spraket som en ordnad foljd

<R1,...,Rn,fl,...,fm,al,...,ak>

av symboler. Vi tar som definition att alla sprak innehaller en symbol = for likhet =.
Symbolen ar en tva-stéllig relationssymbol och finns i alla sprak, men vi skriver inte upp
den i listan.

Exempel For strukturen A i Exempel 1 ovan kan vi anvinda spraket

Ly = <M7 S, 0)

dar M ar en 2-stillig relationssymbol, S &r en 1-stéllig funktionssymbol och 0 &r en
konstantsymbol. Samma sprak fungerar bra ocksa till strukturen i M i Exempel 6, ef-
tersom det bestar av en tva-stillig relationssymbol, en ett-stéllig funktionssymbol och en
konstantsymbol.

Exempel For strukturerna Z och Z5 i Exempel 4 och 5 ovan kan vi anvénda spraket
Ly = (P,Inv,0,1).

Exempel For strukturen N i Exempel 7 har vi inga extra symboler; den enda relations-
symbolen &r likhetsteknet =.

Li=( ).

2.2 Definition. Lat L vara ett sprak. Méngden av slutna termer i spraket definieras
induktivt av klausulerna

(i) Om a &ar en konstantsymbol, sa ér a en sluten term.

(ii)) Om f &r en n-stillig funktionssymbol och ti,...,t, &r slutna termer, sa &r
f(ty,...,t,) en sluten term.

O

Slutna termer i spraket L; dr t ex 0, S(0) och S(S(S(0))).
I spraket Ly har vi t ex de slutna termerna 0, P(0,1), Inv(1) och P(Inv(1),1).

Spraket L; saknar slutna termer eftersom det inte finns nagon konstantsymbol.

2.3 Definition. Lat L vara ett sprak. Mangden av slutna atomdra formler i spraket
definieras induktivt av klausulerna

(i) Om t; och ty &r slutna termer, sa dr ¢, = ¢y en sluten atomér formel.

(i) Om R é&r en n-stillig relationssymbol och ti,...,¢, &r slutna termer, sa &r
R (ty,...,t,) en sluten atomér formel.

(iii) L &r en sluten atomér formel.



O

Nagra slutna atoméra formler i spraket L; ovan & 0 = S(0) och M (0,S(0)) och
M (S(5(5(0))),5(0)).

Nagra slutna atoméra formler i spraket Ly d&r 0 = P(0,1) och Inv(1) = P(Inv(1),1).

I spraket L; ar | den enda slutna atoméra formeln.

Anm: I bokens forsta del gor forfattarna "logik utan kvantorer”. I definition av PROP
(Definition 1.1), om man byter ut satssymbolerna pg, pi, ps,... mot de atoméra slutna
satserna, sa far vi det sprak som boken anvander.

2.3 Semantik

Betrakta ett forsta ordningens sprak
L=(Ry,...,Ry,f1,... . fm,a1,...,aK)

och en struktur

.A:<A,R1,...Rn,fl,...fm,al,...a,k>

som passar for spraket L. Strukturen kallas da for en L-struktur.

Vi ska ge de slutna termerna och de slutna formlerna en tolknig i strukturen A. Varje
sluten term ¢ ska tolkas som ett element ¢ i strukturens universum A.

Varje sluten atomér sats o ska ges ett sanningsvirde i .A. Vi kommer att skriva A |= o for
att uttrycka att o dr sann i strukturen A. Om o &r falsk i strukturen A skriver vi A j= o.
Ibland utldses A = o som ” A dr en modell for o”, vilket alltsa betyder att o dr sann i A.

2.4 Definition. (Tolkning av slutna termer.)
Lat A vara en struktur som passar for spraket L.

(1) Om a ar en konstantsymbol, med motsvarande konstant a € A, sa lat
a” =a.

(2) Om f &r en n-stéllig funktionssymbol och den motsvarande funktionen i strukturen
ar f : A" — A, och tq,...,t, &r slutna termer, sa lat

(£ (tr, )™ = F(E2, D).
0

Exempel. Vi tolkar nagra slutna termer i spraket L;, dels i strukturen N fran Exempel
1, dels i strukturen M fran Exempel 6.
(0N =0 och (0)M = Anna
(S(0)V =1 och (S(0)™ = Annas mamma
(S(S(0))N =2 och (S(S(0)))™ = Annas mormor

Exempel. Vi tolkar nagra slutna termer i spraket Lo, i strukturerna Z och Z5 fran
Exempel 4 och 5.

(0)*=0 och (0)* =0
(P(1,1))*=1+1=2 och (P(1,1)*=101=2
(Inv(1))? = -1 och (Inv(1))* =o1 =
(

(P(Inv(1),1))? = -14+1=0 och



2.5 Definition. (Tolkning av slutna atomdra formler.)
Lat A vara en struktur som passar for spraket L.

(i) Om t; och t, &r slutna termer, sa

At =ty =t =15

(i) Om R &r en n-stéllig relationssymbol, som i strukturen tolkas som den n-stélliga
relationen R C A", och tq,...,t, ar slutna termer, sa

AER(t,. .. t,) <= R(t], ... t])).
(i) AL O
Exempel. Med spraket L; och strukturerna N' och M fran Exempel 1 och 6. Vi har
(i) N}~ 0 = S(0) eftersom 0 # 1.

M £ 0 = S(0) eftersom Anna och Annas mamma inte d4r samma person.

)
(ii) N |E M (0,S(0)) eftersom 0 < 1.
M =M (0,S(0)) eftersom Anna inte &r dldre &n sin mamma.

(i) N = M (S(S(S(0))),S(0)) eftersom utsagan "3 < 1”7 &r falsk.
M = M (S(S(S(0))),S(0)) eftersom Annas gammelmormor verkligen &r éldre dn
Annas mamma.

Exempel. Med spraket L, och strukturerna Z och Z5 fran Exempel 4 och 5 har vi:

(i) 2=1="P(0,1) eftersom 1 =0+ 1.
Zs E1="P(0,1) eftersom 1 =0 1.

(ii) Z = Inv(l) = P(Inv(1),1) eftersom —1 # 0.
Zs £ Inv(1) = P(Inv(1),1) eftersom 4 # 0.

eftersom 2 + 2 = —1 &r falskt.

(ii) Z2 P (P(1,1),P(1,1)) = Inv( ) -
= Inv(1) eftersom 22 =4 = O1.

Men 25 = P (P(1,1),P(1,1)) =

Alla slutna formler som fas genom att tillimpa konnektiverna pa méngden av slutna
atoméra formler kan nu ges sanningsvérde i strukturen A pa samma sétt som vi gjorde
i PROP, dvs med sanningsvérdestabeller, dér vi hanterar de atoméra slutna formlerna
pa samma sétt som satssymbolerna. T ex har vi N/ = M (0,S(0)) V M (S(0),0) om och
endast N' = M (0,S(0)) eller N' = M (S(0),0), dvs om "0 < 1 eller 1 < 07 géller.
Eftersom detta géller har vi alltsa visat N' = M (0, S(0)) vV M (S(0), 0).

2.6 Definition. En sluten formel o utan kvantorer kallas tautologi om den har vérdet
sann i alla rader i sanningsvérdestabellen. Notation: =7 0. O

Anm: Notationen =7 anvénds for att betona att man bara anvinder ren satslogik; man
bortser fran ev information som kanske ér inrymd i symbolerna i vart rikare sprak. Nar
man ska understka =1 o sa ersitter varje forekomst av atomér sluten formel med en
satssymbol, och stéller sedan upp sanningsvirdestabellen.

2.7 Definition. En sluten formel utan kvantorer kallas logiskt sann om den &r sann i
alla strukturer som har samma typ som spraket. Notation: =o0. O
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Alltsa géller att = ¢ om och endast om A |= o for varje L-struktur A.

Exempelvis ér den slutna formeln M (0, S(0))V—M (0, S(0)) en tautologi eftersom den har
samma sanningsvirdestabell som satsen pyV —pg. Den ér ocksa en logisk sanning. Déaremot
ar satsen M (0, S(0)) VM (S(0), 0) inte en tautologi; den far ssamma sanningsvéardestabell
som satsen pg V py.

Observera att varje tautologi &r en logisk sanning. Men det finns logiska sanningar som
inte ar tautologier. Formeln a = a &r ett exempel pa det. Den &r sann i alla strukturer,
eftersom a = a géller for alla element a i ett universum A. Men den &r inte en tautologi.

Vi ska nu betrakta begreppen tautolog konsekvens och logisk konsekvens. Vi repeterar
begreppet tautolog konsekvens fran den rena satslogiken.

2.8 Definition. Tautolog konsekvens.
Satsen o &r en tautolog konsekvens av satserna vq,...1, om ¢ &dr sann pa varje rad i
sanningsvardestabellen dar alla satser 91, ..., dr sanna. Notation: ¢y,...¢, Ero. O

2.9 Definition. Logisk konsekvens.
Satsen o &r en logisk konsekvens av satserna v, ...1, om o ar sann i varje struktur (av
ratt typ) som gor alla satserna 1y, ..., sanna. Notation: ¢1,...¢, Fo. O

Man kan alltsa uttrycka 1y,...%, = o som att o &ar sann i varje modell for satserna
¢1, s wn-

Observera att varje tautolog konsekvens ocksa dr en logisk konsekvens. Men det finns
logiska konsekvenser som inte ér tautologa: Lat 11, 19 och ¢ vara satserna a=b, b =c
och a = c respektive. Da &r o en logisk konsekvens av ¢y, v, dvs ¥y, 1y |= 0, eftersom =
alltid tolkas som likhet (som &r en transitiv relation). Men o &r inte en tautolog konsekvens
av 1, o, dvs Y, e 1 o eftersom om vi ersétter atomerna med satssymboler sa har vi
att avgora huruvida py, ps =7 ps. Nér satssymbolerna p; och py dr sanna och symbolen
ps falsk sa har vi ett motexempel. Alltsa ¢, s A7 O.

2.4 Syntaxen - de formella bevisen

Utover de regler vi anvéinde for att gora formella bevis i satslogik tillkommer regler for
likhetstecknet, = Elim och = Intro. Las om dem i kapitel 2.

3 Predikatlogik (med kvantorer)

3.1 Spraket

Vi bygger pa det sprak som introducerades i avsnitt 2.2 och far ett sa kallat forsta ord-
ningens sprak, First order language, FOL.

Vi ldagger till variabler 1, xs, ... och kvantorer V och 3 till vart alfabet. Vi har som vanligt
likhetstecken = och alla konnektiver samt eventuellt s.k. ickelogiska symboler. Vi skriver
fortfarande

L= <R1,...,Rn,f1,...,fm,a1,...,ak)

for vart sprak.

3.1 Definition. Termer.
Méngden av termer definieras induktivt genom féljande klausuler.

(la) Om z dr en variabel, sa dr = en term.
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(Ib) Om c &r en konstantsymbol, sa &r ¢ en term.

(2) Om f &r en n-stéllig funktionssymbol, och ¢y, ..., t, dr termer, sa ar £(t1,...,t,) en
term.

3.2 Definition. Formler (Wffs).
Mangden av formler i ett sprak £ definieras induktivt genom foéljande klausuler.

(1a) Om t och s &r termer, sa ar t = s en formel.

(Ib) Om R é&r en n-stéllig relationssymbol, och ¢y, ..., ¢, ar termer, sa ar R(tq,...,t,)
en formel.

(Ic) L &r en formel.

(2a) Om ¢ och ¢ &r formler, sa ar (—y), (¢ V¥), (¢ A1), (¢ — ) och (¢ «— )
formler.

(2b) Om ¢ é&r en formel och x en variabel, sa dr Vzg och Jzg formler.

O

3.3 Exempel. Lat £ = (P, E, S, c), dir P &r en 2-stéllig relationssymbol, E en 1-stéllig
relationssymbol, S en 1-stéllig funktionssymbol och ¢ en konstantsymbol.
Nagra termer: z, ¢, S(x), S(c), S(S(x)), S(S(c)).

Nagra formler:

[ ]
L
g
<
<
w
B
s

[ J
<C
S
LiJ
<
w
£
s
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Fria och bundna férekomster av variabler.

Ingen variabel i en term forekommer bundet.
Variabeln z forekommer bundet 1 formler med utseendet

Ve(...x...)eller Iz (...z...).

Om x féorekommer, men inte tillsammans med en kvantor, sa kallas forekomsten fri. Nagra
exempel fran spraket £ = (P, E, S, c) ovan:

(1) Variabeln x férekommer fritt i formeln ¢ = S(x).
(2) Variabeln x forekommer bundet i formeln Jx (¢ = S(z)).

(3) Variabeln z férekommer bundet och variabeln y forekommer fritt i formeln

VxE(S(z)) Vy = S(c).
(4) Variabeln y forekommer bade bundet och fritt i formeln YyE(S(y)) V y = S(c).
3.4 Definition. En sluten formel ar en formel som saknar fria variabelforekomster. 0O

Anm: Ibland anvinds ordet sats som synonym till ”sluten formel”.
Anm: Forst i kursen definierade vi endast slutna formler, vi hade inga variabler eller
kvantorer i spraket. Observera att dessa formler som da kallades slutna, verkligen &r

slutna &ven med den hér nya definitionen.
Exempel pa satser (slutna formler) i spraket £ = (P, E, S, ¢) dr VyE(S(y)) och P(c, S(c)).

3.2 Semantiken
Tolkning av slutna formler i en struktur av ritt typ.

Lat £ vara ett FOL, och lat A vara en struktur som passar for spraket £. Vi vill nu
definiera for en godtycklig sats o i spraket vad det innebér att den &r sann i A, dvs vi
vill definiera vad A = o betyder. Om o inte innehaller nagon kvantor, sa har vi redan
definierat detta i avsnitt 2. For att klara av att tolka satser med kvantorer sa behéver vi
utvidga spraket sa att vi far mojlighet att tala om varje individ i strukturens universum.
Lat A vara universum i strukturen A. Vi definierar det utvidgade spraket L£(A) genom att
till £ lagga nya konstantsymboler, en ny konstantsymbol for varje element i universum A:

LA)=LU{a: ac A}.
Konstantsymbolen @ kallas for namn pa elementet a € A.

3.5 Exempel. Lat £ = (P, E, S, c), dir P &r en 2-stéllig relationssymbol, E en 1-stéllig
relationssymbol, S en 1-stéllig funktionssymbol och ¢ en konstantsymbol.

Betrakta strukturen N' = (N, <, J, .S, 3) med de naturliga talen som universum, mindre
dn-relationen, J(n) om och endast om n #r jaimn, funktionen S(n) = n+1 och konstanten
3. Det utvidgade spraket ar

LWN) = {P,E, S, c}U{n: neN}
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I Definition 2.4 star hur slutna termer i spraket £ tolkas som element i strukturen A. For
att tolka de slutna termerna i spraket £(.A), sa behover vi till den definitionen lidgga till
hur de nya konstantsymbolerna @, for a € A, ska tolkas. Vi far da foéljande definition.

3.6 Definition. (Tolkning av slutna termer i det utvidgade spraket.)
Lat A vara en L-struktur, med méngden A som universum.

(la) Om a dr en konstantsymbol, med motsvarande konstant a € A, sa lat

a = a.

(Ib) Om a € A, med namnet @ i det utvidgade spraket, sa

(@)* = a.

(2) Om f &r en n-stéllig funktionssymbol och den motsvarande funktionen i strukturen
ar f : A" — A, och tq,...,t, ar slutna termer, sa lat

(£ (tr, . 1)) ™ = £ (2, 2).
u

Vi ska nu tolka de slutna formlerna, dvs satserna, i spraket £(.A).

3.7 Definition. Lat £ vara ett FOL, och lat A vara en struktur som passar for spraket
L. Lat o en sluten formel i det utvidgade spraket £(.A). Vi definierar A |= ¢ med induktion

pa satsen o.
(la) At =somm t* = s om t och s ir slutna termer.

(Ib) Om R é&r en n-stillig relationssymbol som svarar mot den n-stélliga relationen R,
och ty,...,t, ar slutna termer, sa A = R(t1,...,t,) omm R (t“l“, o ,tﬁ).

(lc) A L.
(2a) Om ¢ och ¥ &r slutna formler, sa

() Ak —p omm Ao
(i) AE VY ommAE geller AE1
(iii) AE @AY omm AE poch AE
(i) AE ¢ — ¢ omm (om A | ¢, sa A = 1)
(iv) AE ¢ +— ¢ omm ( A E ¢ omm A ¢)
(2b) Anta att o &r den slutna formeln Vzp(z) (eller den slutna formeln Jze(z) ). Da &r
x den enda variabeln som ev forekommer fritt i formeln . Om man substituerar
in en konstantsymbol @ for varje forekomst av = i ¢, sa blir resultatet p(a) en

sluten formel, som dr mindre komplex dn o (eftersom den har en kvantor mindre).
Induktivt vet vi darfor vad A = ¢(a) betyder. Vi definierar:

AEVry omm AR ¢(a) for varje element a € A

och
AE3Jze omm A E ¢(a) for minst ett element a € A.
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O
Observera att vi endast har definierat A |= o for slutna formler.

3.8 Exempel. Lat £ = (P, E, S, c), dir P &r en 2-stillig relationssymbol, E en 1-stéllig
relationssymbol, S en 1-stéllig funktionssymbol och ¢ en konstantsymbol.

Betrakta strukturen N’ = (N, <, J, S, 3) med de naturliga talen som universum, mindre
dn-relationen, J(n) om och endast om n &r jamn, funktionen S(n) = n+1 och konstanten
3. Det utvidgade spraket ar

LWN) = {P,E, S, c}U{n: neN}
= {P,E S ¢©0,1,2 3,4, ... }.
Observera att det kan finnas flera slutna termer som tolkas sam samma tal, exempelvis
tolkas bade ¢ och 3 pa talet 3. Observera ocksa att om vi inte hade utvidgat spraket,
sa hade vi i detta fall ingen sluten term som tolkades som 0 (inte heller 1 eller 2). Vi
undersoker om N |= o for nagra satser o.

1. Lat oy vara satsen 3z (P(c,z) A E(z)). Vi har
N E 3z (P(c,z) ANE(x))
omm det finns n € N sa att N' = P(c,n) A E(R)
omm det finns n € N sa att (N = P(c,n) och N = E(n) )
omm det finns n € N sa att 3 < n och n ar jamn.
Eftersom det finns naturliga tal som &r jamna och stoérre &n 3, sa har vi har alltsa
visat att N = oy

2. Lat o9 vara satsen Vo 3y P(x,y). Da giller att
N E 05 omm for varje naturligt tal n vi har N = Iy P(m, y)
omm for varje naturligt tal n det finns ett naturligt tal m sa att N = P(m, m)
omm det for varje naturligt tal n finns ett naturligt tal m sa att n < m.

Eftersom det till varje naturligt tal finns ett storre naturligt tal, sa &r &ven denna
sats sann i1 NV, dvs N = 0.

3. Lat o3 vara satsen 3z Vy (P(x,y) V x = y). Da géller att
N E o3 omm det finns nagot naturligt tal n sa att N | Vy (P(m,y) Vi = y)
omm det finns nagot naturligt tal n sadant att for varje naturligt tal m géller
NEPHmmMVAE=m
omm det finns nagot naturligt tal n sadant att for varje naturligt tal m géller att
n < mellern=m
omm det finns nagot naturligt tal n sadant att for varje naturligt tal m géller att
n <m.
Eftersom det finns ett minsta naturligt tal (0), sa &r satsen o3 sann i NV, dvs N & o3.

4. Lat o4 vara satsen Va Vy (P(z,y) — 3z (P(z, 2) AP(z,9))). Da géller
N E o4 omm for alla naturliga tal n och m det giller att om n < m, sa finns
naturligt tal k£ sa att n < k och k < m.
Vi ser att om t ex n = 4 och m = 5 sa giller n < m, men det finns inget naturligt

tal k sa att 4 < k och k < 5. Alltsa ér o4 falsk i N, dvs N }£ o4.

Lat Q och Z vara som N men med andra universa. Universum i Q &r de rationella talen
Q, och universum i Z &r heltalen Z. Symbolerna P, E, S, c tolkas pa samma sétt som i
N, dvs P tolkas som <, E tolkas som méngden J av jimna heltal, S tolkas som funktionen
S som adderar 1, och c tolkas som konstanten 3. Vi undersdker satserna oy, oo, 03 och o4
i dessa strukturer.
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1. Vi har bade Q = 01 och Z |= oy. (Eftersom det finns jimna heltal som &r storre én
3 ibade Q och Z.)

2. Eftersom ingen av vara strukturer har ett storsta element, sa géller d&ven Q = o9
och Z = 0.

3. Varken Q eller Z har ett minsta element. Darfor ar os falsk i bada strukturerna:

Q [~ 03 och Z £ o3.

4. Satsen o4 ar falsk i Z, eftersom det t ex inte finns nagot heltal mellan 4 och 5.
Satsen o4 ar daremot sann 1 Q eftersom det mellan tva olika rationella tal alltid
finns ett tredje rationellt tal. (Om p = ¢ och ¢ = £ &r tva rationella tal, och p < g,

sa far vip <r < qom vitex tar r = £52.) Vi har alltsa att Q |= o4 och Z [~ 0y.

o

5. Lat o5 = —oy4. Da har vi i stillet Q [~ o5 och Z = o5.

O

Logisk konsekvens och logisk sanning

Lat £ vara ett FOL, och lat A vara en struktur som passar till £. Strukturen A kallas da
for en L-struktur. Lat o vara en sats i spraket £, och lat I' vara en méngd av satser. Vi
sager att A dr en modell for I' om A |= v for alla v € I'. Om I' bara innehaller en sats,
I' = {7}, sa sédger vi att A ar en modell for 7.

Vi har redan givit begreppen logisk konsekvens och logisk sanning, men vi repeterar dem
nu, nar vi har hela FOL.

3.9 Definition. Logisk sanning.
Lat £ vara ett FOL, och lat o vara en sats i spraket £. Satsen ¢ ar en logisk sanning om
o &r sann i varje struktur (som passar spraket). Notation: = 0. O

Anm: Att o &r en logisk sanning kallas ocksa synonymt for att o &r wvalid. De valida
satserna ar alltsa de satser som alltid 4r sanna, dvs de dr sanna oberoende av hur vi
tolkar symbolerna i spraket och vilket universum som viljs. Exempel pa valida satser i
spraket £ = (P,E,; S, c) (som anvéndes i flera tidigare exempel):

1. =3z (x =), dvs Jz (z = 2) &r valid, eftersom vi har krévt att alla strukturer ska
ha ett universum som innehaller minst ett element.

2. EVz (P(z,z) V-P(z,2)), eftersom for varje element @ i ett universum A sa géller
antingen P(a,a) eller inte.

3. E VzE(x) — E(c) eftersom om alla element i universum har egenskapen E (déar
E &r tolkningen av E), sa har ju ¢ egenskapen E (dér ¢ &r tolkningen av c).

4. | VaP(z,x) V -VzP(x,x). Satsen utséger att antingen ar P (den relation som P
tolkas som) reflexiv eller sa &r den inte reflexiv.

Satserna i exemplen 1, 2 och 3 &r om man tittar pa deras satslogiska form, inte tautologier.
(Deras satslogiska form &r respektive p, p, p — ¢) Satsen i exempel 4 &r valid eftersom
dess form &r tautologin p V —p.

Alla satser vars satslogiska form &r en tautologi, &r valida. Men vi ser ocksa att det finns
satser som &r valida men som inte ar tautologier.
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3.10 Definition. Logisk konsekvens.

Lat £ vara ett FOL, och lat ¢ vara en sats och I' en méngd av satser i spraket L. Satsen
o ar en logisk konsekvens av satserna i mingden I' om ¢ &r sann i varje struktur (som
passar spraket) som gor alla satserna i I' sanna. Notation: ' =o. 0O

Man kan alltsa uttrycka I' = o som att o &r sann i varje modell for T.

Om I &r andlig, siag I' = {¢1,...¢¥,}, sa skriver vi ¢q,...7¢, E o (i stéllet for
{¢1, .- wn} |: 0)'

Observera att om I' dr den tomma méngden, sa betyder I' = ¢ och | ¢ samma sak,
dvs att o ar valid. Med andra ord, en sats ¢ ar valid om den &r en logisk konsekvens av
tomma méngden.

3.11 Exempel. Lat £ = (P, Q) ddr P och Q &r ett-stélliga relationssymboler. Lat
11, 19 och o vara foljande formler:

= Vo (P(z) — Q(x))
vy = dr-Q(x)
o = dz-P(x)

Vi ska visa att ¢, 19 = 0.

Lisning. Lat A = (A, P,Q) vara en godtycklig struktur, dir A # () &r universum och P
och @ &r tva delméngder av A. Anta att A ar en modell for ¥; och 5. Vi maste visa att
A &ven édr en modell for o.

Att A |= 1)1 innebér att for varje element a € A sa giller att om a € P sa ér a € Q). Dvs
fran A |= ¢y drar vi slutsatsen att P C Q C A.

Att A | 19 innebér att det finns nagot element a € A sadant att a ¢ Q).

Lat a vara ett element i A sadant att a ¢ @ (sadant a finns eftersom )y dr sann i A).
Om a € P, sa foljer av P C @ att a € Q. Motségelse, ty vi valde ju ett element a utanfor
Q. Alltsa kan det inte gélla att a € P. Alltsa dr a ¢ P. Det finns saledes nagot element i
universum som dr utanfor P, dvs A |= o.

Vi har visat att ¢ &r sann i varje modell for 1)1 och 1y. Alltsa géller i1, Yo Eo. O

3.12 Exempel. Lat £ = (P, R, ¢) dir P é&r en ett-stéllig relationssymbol, R &r en
tva-stéllig relationssymbol och ¢ &r en konstantsymbol. Lat 1), 19,93 och ¢ vara féljande
formler:

Y1 = P(c)

Yy = VyR(c,y)

Vs = VaVy (P(z) AR(z,y) — P(y))
o = YyP(y)

Visa att ¢q, 19, 13 = 0.

Lisning. Lat A = (A, P,R,c) vara en godtycklig struktur, dir A # @ &r universum,
P C A, Q CAx A éren tva-stilig relation pa A och ¢ € A en konstant. (Vi skriver som
vanligt aRb for (a,b) € R.) Anta att A dr en modell for 4, 1h5 och 3. Vi maste visa att
A dven #dr en modell for o.

Att A |= 9y innebér att ¢ € P.

Att A | 19 innebér att for varje element a € A sa giller cRa.

Att A |= 93 innebér att for alla a och b1 A sa géller att om a € P och aRb sa foljer b € P.
(Man skulle kunna séga att méngden P &r uppat sluten med avseende pa relationen R.)
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Vi vill visa att A = o, vilket innebér att alla element i universum &r med i méngden P.
Vi maste alltsa visa att A C P.

Lat a vara ett godtyckligt element i A. Vi vet enligt ¢, att cRa, och enligt 1, att ¢ € P.
Da foljer det av 13 (med ¢ for = och a for y) att a € P. Eftersom a var godtycklig i A sa
har vi nu visat att A C P. Eftersom A var en godtycklig L-struktur sa har vi visat att o
sann i varje modell for 11, 19, ¥5. Alltsa géller 1,199, 95 = o. O

3.3 Syntaxen

Lat £ vara ett FOL. Kom ihag att en sats dr en sluten formel, dvs en formel som saknar
fria variabelforekomster. Lat I' vara en méngd av satser, och o en sats, i £. For att gora
formella bevis i predikatlogik anviander vi alla bevisregler som vi hade i satslogik, dvs
en introduktionsregel och en eliminationsregel fér varje konnektiv och for =. Vi behover
lagga till regler for 3 och V. Se boken till LPL for formuleringar av dessa fyra regler. Var
noga med att lira dig restriktionerna for de olika reglerna:

1. (V-elim): Om vi har bevisat Yz ¢(z) och t &r en sluten term, sa far vi dra slutsatsen
p(t).

2. (V-intro): Om vi har ett delbevis utan premisser med konklusionen ¢(c), och ¢ &r en
konstantsymbol som inte férekommer utanfér detta delbevis, sa far vi dra slutsatsen

YV p(z).

3. (F-intro): Om vi har bevisat den slutna formeln ¢(t), dir t dr en sluten term, sa far
vi dra slutsatsen Jz p(z).

4. (3-elim): Om vi har (den slutna formeln) 3z ¢(x) och vi har ett delbevis med pre-
miss ¢(c) och konklusion A, dér A &r en sluten formel som inte innehaller konstant-
symbolen c, och c inte heller forekommer utanfor detta delbevis, sa far vi avsluta
delbeviset och dra slutsatsen A.

Vi séger att o ar formellt bevisbar fran premisser i I' och skriver I' - ¢, om det finns ett
formellt bevis vars premisser tillhér I och vars slutsats ér o.

Kom é&ven ihag att alla formler i de formella bevisen &r slutna, man far t ex inte gora
V-elim av Vzp(z) och dra slutsatsen ¢(x). Man maste dra slutsaten ¢(t) for nagon sluten
term t.

Lés mer om formella bevis och gér manga 6vningsuppgifter, t ex fran kap 13 i kursboken.
Pa sid 557 och framat finns en sammanstéllning av alla bevisregler.

3.4 Samband mellan semantik och syntax

Sundhetssatsen sédger att man med vara bevisregler inte kan bevisa nagot som inte ar
sant.

3.13 Sundhetssatsen. Om I't-o0, sal = o.

Bevis Beviset dr med induktion 6ver formella bevis, och man visar att alla regler bevarar
sanning. O

Om I' = (), sa far vi féljande specialfall av sundhetssatsen:
OmtFo,saf=o.

Dvs om en sats kan bevisas utan premisser, sa &r den valid (sann i alla strukturer).
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3.14 Fullstindighetssatsen. Om I' =0, sal' F 0.

Bevis Se texten om sekventkalkyl for en skiss av ett bevis. O

Om I' = (), sa far vi f6ljande specialfall av fullstindighetssatsen:
Om o, sato.

Dvs om en sats dr valid, sa har den ocksa ett formellt bevis utan premisser.

Sundhetssatsen och fullstdndighetssatsen kan naturligtvis sammanfattas som en enda sats:

'Fo <= I'ko
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