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Ovning 8

Sundhetssatsen och fullstindighetssatsen for forsta ordningens logik

Dessa uppgifter later dig 6va pa kursmal 10, 12 och 14.
Lat o = ( ;f; P, Q,R) av stillighet ( ;1;1,1,2).

Avgor om pastaendena T |= ¢ nedan géller. Om de giller, sa utfor beviset T' - ¢. Om pastaendet
inte giller sa hitta en motmodell, dvs. en struktur A sa att A =T men A [~ ¢. I vardera fall,
sa motivera varfor pastaendet stimmer, eller varfor bevis inte finns med sundhetssatsen eller
fullstandighetssatsen.

1. Vz(P(z) V Q(z)) E VaP(x) V VxQ(x)

2. Jz(P(z) vV Q(x)) | JzP(z) V IzQ(x)

3. VaP(z) AVzQ(z) = Va(P(x) A Q(z)
Q

( z))
4. 3P (2) A J2Q(2) = Iz(P(2) A Q(z))
5. JaP(f(z)) F 32P(x)

6. VaP(f(z)) = V2P(x)

7. {Fz(P(2) A =Q(2)), Ve (P(z) = -Q(2))} = Va=Q(z)
8. VaP(z) |= V2P (f(x))

z,2)), 32IyR(z,y)} | VaR(z, z)
10. {VaVy(R(z,y

11. {FyVz(R(z,y

R(
R(z,x)), JaVyR(z,y)} | V2R(z, x)
P VzP(z)} E JzR(z, x)

P

12. {V23y(R(z,y
13. {Va(P(z) v P(f(2))), F2P(x)} = FxP(f(z))

14. yva(f(z) =y — P(y)) = Va(f(z) # z) = Fy—-P(y)

15. Vavy(f(z) = y ¢ R(z,y)) = VaVyvz((R(z,y) A R(z,2)) — = = y)

I uppgifterna som foljer sa arbetar vi med godtyckliga signaturer. Sa nidr man ska visa
att sundhetssatsen inte giller (under givna antaganden i respektive uppgift) sa récker det
att visa att den inte géller for nagon signatur som man kan vilja sjalv. Om man ska visa
att sundhetssatsen giller sa betyder det att man ska visa att den géller for varje signatur
(dvs. beviset ska vara oberoende av signaturen).

16. (svarare) I foljande deluppgifter, antag att vi i strukturdefinitionen definierat Va pa samma
sidtt som vi definierade 3z dvs M = Vap(x) om det finns a € D, sa att M = ¢(a).

(a) Hitta en formel ¢ och en struktur M sa att - ¢ men M [~ p.

(b) Visa att sundhetssatsen inte ldngre &r sann.



(¢) Visa att varje sats ¢ som endast innehaller V &ér logiskt ekvivalent med exakt samma
formel dér varje V dr utbytta mot 3.
Detta kan tyckas trivialt, men for att gora detta ordentligt maste vi dnda gora induk-
tion dver formlers uppbyggnad.

(d) Visa att om vi begrénsar oss till formler som endast innehaller 3,— och V sa giller
annu sundhetssatsen (for varje signatur).
Tips: Induktion

17. (svarare) Antag att bevisregeln fér 3—elimination #ndras sa att Jzp(z) F p(t) dir ¢ dr en
godtycklig sluten term. Visa att sundhetssatsen inte giller léngre.

18. (svarare) Lat 3°° vara en ny kvantor sa att M | 3°zP(x) om och endast om det finns
ett odndligt antal ¢ € D sa att M = P(c).

(a) Hitta en L-struktur M och en formel ¢ (innehallandes 3°°) sa att M = 3%zp(x) A
Iz=p(z).
(b) Visa att om ¢ &r en sats endast innehallandes A,V och 3% samt ¢ dr samma formel

fast ddar 3°° dr utbytt mot 3, sa kommer ¢ = 1.
Tips: Induktion éver ¢

(¢) Om vi later 3°° ha samma bevisregler som 3, visa att sundhetssatsen ej géller lingre.



