MATEMATISKA INSTITUTIONEN Linjar Algebra II
UPPSALA UNIVERSITET Exempeltenta
Olof Bergvall 2018-02-26, kl. XX:XX-XX:XX

Inga hjdlpmedel ar tilldtna. Uppgifterna ger mazimalt 5 poing vardera. Motivera dina lds-
ningar noggrant. Uppgifterna dr inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. Lat U och V vara vektorrum och 1at L(U, V') vara mangden av linjira transformationer
fran U till V.

(a) Visa att L(U,V) &r ett vektorrum under punktvis addition och multiplikation
med skaldr.
(b) Om W ar ett tredje vektorrum och g : V. — W ar en linjar tranformation ger
F,(f) = go f en funktion F, : L(U,V) — L(U,W). Ar F, en linjir avbildning?
2. Los begynnelsevéirdesproblemet

y/// + 3y// _ 2y/ _ 2y — O

med initialvillkor y(0) = 0, ¥/(0) = 1 och 3”(0) = 2. (Ett stavfel forekom i en tidigare
version).

3. Betrakta ~ ,
(p, q) —/ p(z)q(z)e” = dw

— 0o
(a) Visa att detta definierar en inre produkt pa Ps.

(b) Anvind Gram-Schmidts metod for att ortonormera standardbasen i Ps3 med
avseende pa denna inre produkt.

4. Lat
1 1 1
v = —1 N Vo = 0 , V3 = 1 s
0 —1 1

och lat f : R? — R3 vara den linjira avbildning som ges av

f(v1) = 2v2 +v3,  f(v2) =2v3+ w1, [f(v3)=2v1 + v

Bestim f:s matris relativt standardbasen i R3. (Ett fel forekom i en tidigare version
och v3 ar dndrad).

5. Matrisexponentialen av en kvadratisk matris A definieras som
oo
Ak:
A il
e = Z k!
k=0

Berikna e da

2 0 -1
A= -1 1 -1
00 3

(Tips: Borja med att diagonalisera A).



6. Den linjara avbildningen F': P3 — P3 ges av

F(p)(z) = z(p'(z) — p(0)) + p(1)

(a) Bestdm baser for kirnan och bilden av F.

(b) Avgor om F' ar injektiv, surjektiv, bijektiv eller ingetdera.

7. Enhetssfiren S? i E? beskrivs av ekvationen z? + % 4+ 22 = 1. Vilket &r det strsta
virde funktionen
fx,y,2) =2+ 4y + 8z

antar pa S2?
8. Lat Y vara ytan som ges av ekvationen
1122 + 11y2 + 1422 — 22y — 8xz — 8yz =6

Bestdm det langsta och kortaste avstandet fran Y till origo samt ange koordinaterna,
relativt standardbasen i R3, fér de punkter dir detta avstand antas.



Lésningar.

1. (a)

Vi kontrollerar de 8 axiomen for vektorrum. Kommutativitet och associativitet
foljer fran motsvarande egenskaper i V. Exempelvis har vi kommutativitet efter-
som

(fi+ fo)(u) = fi(u) + fo(u) = fo(u) + fi(u) = (f2 + f1)(u)
for alla wu € U s& f1 + fo = fo+ f1.

Nollbojektet i L(U, V) &r funktionen o : U — V som ges av o(u) = 0 for alla
u € U. Det negativa objektet svarande mot en funktion f : U — V definieras av
g(u) = —f(u) = f(—u) for alla u € U. Eftersom addition i L(U, V') sker punktvis
ser vi att f + g = o. Vidare &r funktionen —I : U — U som tar en vektor u till
—u linjdr och g = fo(—I) si g dr en sammansittning av linjira transformationer
och dédrmed sjilv linjar.

Aterstaende egenskaper (de tva distributivitetsegenskaperna, kompabiliteten mel-
lan multiplikation av reella tal och skaldrmultiplikation samt att 1- f = f) foljer
direkt fran motsvarande egenskaper i V.

Vi har
(g0 (f1+ f2))(w) = g(fr(w) + fo(uw)) = g(f1(u)) + g(f2(u))
s& Fy(f1 + f2) = Fy(f1) + Fy(f2). Vi har ocksé att
(g0 (cf))(u) = g(cf(u)) = cg(f(u))

sd Fy(cf) = cFy(f). Alltsa ar F, linjar.

2. Vi introducerar funktionerna u; = y, ugs = 3’ och ug = y”. Detta ger oss systemet

Ul — u9
/
uy = 2w +2up —3ug

Detta kan skrivas pa matrisformen v’ = Au dér

01 0
A=10 0 1
2 2 =3

Vi diagonaliserar A. Den karaktaristiska ekvationen &r

0 =det(A] — A) = X3 +3)% —2)\ — 2

som har l6sningarna Ay = 1, Ay = —2 — V2 och A3 = —2 + /2. De motsvarande
egenrummen spanns upp av vektorerna

1 2 —+/2 242

V] = 1 y Vo = —2 y V3 = 2
1 4+42V/2 —4+2v2



Lat D vara den diagonala matrisen med diagonal A1, A2 och A3 och lat S = (vi|va|vs).
Systemet 2z’ = Dz har den allménna 16sningen

C’lez
2= | Che=(@+V2)z
036(72+\/§)x

Vi far den allménna 16sningen till systemet i u genom u = Sz, d.v.s.

Che® + (2 — V/2)Che= 2TV 4 (—2 4 \/2)Cyel~2HV2)e
u=_9z= Che® — 2Coe~ 2TV | 9Cye(-2+V2z
Cre™ + (4 + 2¢/2)Che~ CTV2T | (—4 4 21/2)Cge(-2HVD

Begynnelsevillkoren y(0) = u1(0) = 0, ¥'(0) = u2(0) = 1 och y”(0) = u2(0) = 2 ger
systemet
C1 +(2-v2)Cy +(-2+V2)C3 =0
4 —2Cy +2C3 =1
Cr +(4+2V2)Cy +(—4+2V2)C3 =2
som har 16sningarna
a = 16-vD
Co = Z(-2+17V2)
Cy = $(2+3V2)
Begynnelsevirdeproblemets 16sning ar alltsa
y = %(3 —V2)e" + %(—2 +17v2)e” Ve 4 %(2 +3v/2)e"2HV2)e
3. (a) Vi verifierar de fyra villkoren:

(Symmetri) Vi har

(prq) = / " p@)g(a)e 7 dz = / " y@)pla)e T dz = {g,p)

—0o0 —0o0

(Additivitet) Vi har

(Homogenitet) Vi har

(cp,q) = / " ep(a)g(@)e T = c / " p@)a@)e T dx = e(p.q)

(Pos. def.) Vi har
o0 ﬁ o 2 _ﬁ
(p,p) = / p(@)p(a)e™ % do = / p(x)2e % du

—0o0 —00

12
Integranden p(z)2e™ 2 &r icke-negativ s& integralen #r icke-negativ och den
dr noll om och endast om integranden ar identiskt noll, d.v.s. om och endast
om p(z) = 0.



(b) Integralen

222
ar noll om n dr udda eftersom z"e™ 2 da &r en udda funktion och vi integrerar
over ett symmetriskt intervall. Vi har

0 wg [o@) wg
/ e 2dx = / e Tdr = V2
— 00

—00

medan

o0 952 o0 ac2
/ zte™ 7 dz = 3v/2m, / 2S¢ T dr = 15v2r
oo —00

Vi kan nu utféra Gram-Schmidts metod pa basen 1, z, 2%, 23. Vi har

1

by = —— = (2m)"/4
1]
och eftersom (1, z) = 0 har vi
T
by = — = (2m) Vg
]

Vi har ((2m)~ V4, 22) = (27)"/* och (\/%, x2) = 0 54 vi vill normalisera polynomet
22 — (b, 2%)by = 2? — 1. Vi har

oo IQ
(2 —1,2%—1) = / (=222 +1)e™ 7 dx = 3vV2r—2V214+V21 = 2V/21 = V81

—00

Detta ger

2?2 -1

(871')1/4

Slutligen har vi att (x3,b;) = (23,b3) = 0 men (23, by) = 3(27)Y/%. Vi vill alltsa
normalisera polynomet x3 — (23, by)by = 2® — 3z. Vi har

(233,23 —3z) = /

—0o0

by =

oo

1,2
(2 —621+92%)e™ 2 dz = 15V2r—18V21+9v21 = 6V21 = V721

Detta ger
3 — 3z

LT (72

4. Vi observerar forst att B = (vy, v, v3) ér en bas for R3. Vi har

0 1 2
(flo)s=1| 2 |, (flw))p=1| 0], (flw3))p=1|] 1
1 2 0

sa



Basbytesmatrisen fran basen B till standardbasen &r

(1 201
T’lzg 1 1 =2
1 1 1
V1 kan nu berikna
30 0
fl=TIflsT = 0 -1 —1
0 1 2

. Vi foljer ledtraden och borjar med att diagonalisera A. Vi berdknar déarfor egenvér-
dena. Vi har
O0=det( A\ —A)=A—-1)(A—=2)(A=3)

sd egenvirdena ar A\ = 1, Ao = 2 och A3 = 3. De motsvarande egenrummen spénns
upp av vektorerna

1 1
V1 = 1 , Uy = -1 , U3 = 0
0 0 -1
Om vi later
1 0 0 0 1 1
D=(020], S=[1 -1 o0
0 0 3 0O 0 -1

A _ xoo AR
€ = 2 k=0 Tk —

00 k
o 0 ) 0
=S 0 80% 0 S-1 —
0 0 o 3
el 0 0 o
=S| 0 ¢ 0 |st
0 0 €



Vi beriknar S~ och far

11 1
sSt=|(10 1
00 —1
Detta ger
0 1 1 el 0 0 11 1 e2 0 e2-¢3
et = 1 -1 0 € 0 1 0 1 = e—e? e e—e¢?
0 0 -1 0 0 €3 00 —1 o 0 e
6. (a) Vihar
F(1) =200-1)4+1=1-=z
Flz) =z(1-0)+1=1+2x
F(z?) :m(2x— 0) +1=1+ 222

(
F(z?) =z(322-0)+1=1+ 323

Vi ser (eller kontrollerar om vi inte ser) att dessa polynom ar linjart oberoende.
Alltsa utgor 1 —x, 14z, 1+ 222 och 1+ 322 en bas for bilden. Eftersom bilden
har dimension 4 och P3 har dimension 4 ser vi att kéirnan ar nollrummet vars bas
dr tomma méangden.

(b) Visagi (a) att bilden har dimension 4 och da P3 ocksd har dimension 4 drar vi
slutsatsen att F' ar bijektiv och ddrmed &ven injektiv och surjektiv.

7. Observera att
(1,4,8)" - (z,y,2)" =a+ 4y + 8z = f(z,y,2)

Cauchy-Schwarz olikhet ger nu

|f(xayvz)’ (17478)T'($7yaZ)T| <

= |

< H(1747 S)TH ’ ||(‘T7y72)T||

Om (x,y,2)T € S% giller ||(x,y,2)"| = 1 och vi har da
|f(z,y,2)] < [I(1,4,8)7]| =9

Likhet uppnas om vektorn (x, %, z)7 ir en multipel av vektorn (1,4, 8)T och f(z,y, z) >
0 &r positiv om (x,y, 2)” dr en positiv multipel av (z,y, 2)7. Vihar alltsa att f:s storsta
virde pa S? ar 9.

8. Ekvationen
112% + 11y? + 1422 — 22y — 8zz — 8yz = 6

kan skrivas
gz) =2TAz =6

dar
11 -1 -4
A= -1 11 -4
—4 —4 14

Vi diagonaliserar A ortogonalt. Vi har

0 = det(M — A) = X3 — 3672 + 396\ — 1296



Detta ger egenvirdena A\; = 6, A2 = 12 och A3 = 18. Egenrummen svarande mot dessa
egenvirden spanns upp av

1 1
V1 = 1 s Vo = -1 5 V3 = 1
1 0 -2

Vi normaliserar dessa vektorer och far

(1 1 L 1 !

bh=— 1], bo=—"o -1 |, b3=—"1o| 1
V3 V2 \ g V6 \ o

Om vi later S = (b1]b2|b3) och later D vara den diagonala matrisen med diagonal Aj,
A2 och A3 lings diagonalen diagonaliseras A ortogonalt som ST AS = D. Om vi later
u = STz beskrivs Y av

q(z) = v Du = 6u? + 12u3 + 18u2 = 6

vilket ar ekvationen for en ellipsoid och axlarna fér denna ellipsoid sammanfaller med
u1-, ug- och ug-axelarna. Det lingsta avstandet till origo fas da us = ug = 0 och &r 1.
Koordinaterna, relativt standardbasen, for de punkter dar detta avstand antas ar

1

1
+l1-hh=x—7| 1

Det kortaste avstandet till origo fas da u; = ug = 0 och ar % Koordinaterna, relativt
standardbasen, for de punkter dir detta avstand antas ar

1 1

+—b3=+—+ 1
V3l Ve



