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Alla 16sningar skall vara forsedda med motiveringar.

Varken bonuspoang eller dugga kan tillgodoraknas till denna tenta.
Varje korrekt 16st uppgift ger hogst 5 poang.

For betygen 3, 4, 5 krdvs minst 18, 25, respektive 32 poang.

1. Lat V vara det linjira delrum till Matayx3(R) som spénns upp av matriserna
1 01 3 0 3 010
M1_<1 0 1)’M2_<3 0 3>’M3_(0 2 0)’
1 11 2 -1 2 -1 2 -1
M4_<1 2 1>’M5_<2 —2 2>’M6_<—1 4 —1)'

(a) Bestdm en bas i V' som bestar av nagra av dessa matriser.
(b) Bestdm koordinaterna for alla dessa matriser i den bas som du har valt ovan.

1 2 3
3 2 -1
dinater i den bas som du har valt ovan.

(¢) Avgdr om matrisen N = > tillhér V' och om sa ar fallet, bestdm N:s koor-

2. Lat F : R — R3 vara den linjira avbildning som geometriskt betyder projektionen pa
planet z1 + z2 + z3 = 0 lings vektorn v = (1,2, —2)!. Bestim F:s matris i standardbasen.

3. Lat N vara det delrum till E* som spénns upp av vektorerna
v = (0,1,1,1)" v =(—1,1,1,1) w3 =(2,2,2,2)".
(a) Bestim en ON-bas i N*t.

(b) Bestiam den ortogonala projektionen av vektorn z = (2,1,3,—1)! pa N.

(c) Bestim avstandet fran x till N samt avstandet fran x till Nt

Var god vand



4. Lat G vara den linjéra avbildning fran R?* till R? vars matris i standardbasen ges av

1 1 2 2
2 2 4 4
-1 -1 -2 -2
-2 -2 -4 -4

B =

Visa, utan att rdkna ut det karakteristiska polynomet (sekularpolynomet), att bade 0 och —3
ar egenvirden till G . Bestam ocksa motsvarande geometriska multipliciteter samt tillhGrande
linjart oberoende egenvektorer.

5.
(a) Formulera definitionen for en diagonaliserbar linjir avbildning.

(b) Den linjira avbildningen G : R? — R? har i standardbasen matrisen < (1) (1) ) Avgor

om G ar diagonaliserbar.
(c) Ge ett exempel pa en linjér avbildning som inte ar diagonaliserbar och bevisa detta.
6. For a € R, definiera en kvadratisk form i R? enligt
q(x) = x% + x% + x% — 2x179 + 22173 — 207273.
Bestédm, for varje varde pa a, den kvadratiska formen g¢:s signatur.

7. Los foljande system av differentialekvationer:

dx(t)

A= ox(t) + oyt + 2(1),
WO — ey + 2w+ 2(), z(0) =3, y(0) = 2, 2(0) = 1.
EO = at) + yt) + 22(t);

8. Den linjéra avbildningen F' : R™ — R™ har i standardbasen matrisen A € Mat,,x,(R). Lat
B vara en godtycklig inverterbar n x n-matris och C = B~'AB. Visa att det existerar en bas
v i R™ sadan att F':s matris i basen v ar C.

LYCKA TILL!



Losning till problem 1. Vi har féljande standardbas i Matays(R):
1 00 01 0 0 0 1
E11—<O00>7E12—<000)7E13—<000)7
0 00 0 00 0 00
E21_<1 0 0>’E22_<0 1 0>’E23_<0 0 1)'

Vi skriver koordinater for alla vara matriser i denna bas som kolonner och far matrisen

1301 2 —-1]1
0011 -1 2|2
1301 2 —-1|3
1301 2 1|3
002 2 -2 4|2
1301 2 —-1]-1

Med hjalp av GauBelimination reduceras denna matris till f6ljande trappstegsform (dér noll-
rader ej &r utskrivna):

01 2 -1]1

11 -1 2|2

00 0 0|1

Detta medfoér att matriserna M; och M3 utgér en bas m i V', att N inte tillhor V', och att
koordinaterna for alla matriser M; i denna bas ar:

M= (g )t = () il = ().
= (1 )0 = (2 ) b= ().

Lésning till problem 2. Vektorerna v; = (1, —1,0)! och vy = (0,1, —1)! utgdr en bas i vart
plan och vektorn v ligger inte i planet. Darfor utgér vektorerna vy, vy och v en bas v i R3.
Eftersom F(v1) = v1, F(v2) = v2 och F(v) =0, & F:s matris i denna bas foljande:

1
0
0

o O W

1 00
[Fly = 010
0 0O
Vi har transformationsmatrisen
1 0 1
0o -1 -2
Man raknar enkelt att inversen till denna matris ar
0o -1 -1
(o) ' =T = | 2 -2 -3

1 1 1



Basbytesformeln ger nu svaret:

[Flitd = TaalFVTS™ =

1 0 1 1 00 0 -1 -1 0 -1 -1
= -1 1 2 010 -2 -2 3 )= -2 -1 -2
0 -1 -2 0 00 1 1 1 2 2 3

Losning till problem 3. N+ bestar av alla vektorer som &r ortogonala mot vy, va, v3, d.v.s.
av alla vektorer x = (z1, z2, 3, 24) som ar losningar till foljande l.e.s.:

(v1,x) = za+a3+24 = 0
(v2,x) = —m+xat+azt+azy = 0
(1)3, X) = 2x1+2x9+2x3+4+2x4 = 0

Genom att 16sa detta system med hjélp av Gauflelimination far vi féljande bas i 16sningsrummet;:
a; = (0,1,—1,0), ag = (0,1,0,—1)%. Vi ortonormerar dessa vektorer med hjilp av Gram-
Schmidts metod: w; = (0,1, —1,0)7,

V2
0 0 0
w2:a2_(a2,a1)a1: 1 _1 1 _ = 1
((117(11) 0 2 -1 2 1 ’
1 0 2

Wy = %(0, 1,1, —2)%. Vektorerna w; och wy utgér en ON bas i Nt

Den ortogonala projektionen av x pa N berdknas pa foljande sitt:

pry(z) =2 —prys(z) =z — (z,w1)w; — (z,w2)wz = (2,1,1,1)".

Avstandet fran z till N ar:

|z — pry(z)| = (0,0,2,-2)"| = VO + 0+ 4 +4 = 2V2.

Avstandet fran z till N+ ar:

pry(@)] = 1(2,1,1,1)] = VA+ T+ 1T+ 1=VT7.

Losning till problem 4. For att bestdmma alla egenvektorer till egenvardeskandidaten O
ska vi 16sa det homogena linjara ekvationssystemet med matrisen

1 1 2 2
2 2 4 4
-1 -1 -2 =2
-2 -2 -4 A

B—-0F =



Med hjalp av Gauflelimination reduceras matrisen till féljande trappstegsform:
(112 2).

Detta system har tre linjart oberoende l6sningar. Speciellt, eftersom vi har nollskilda 16sningar,
foljer det att 0 ar ett egenvéirde som har geometriskt multiplicitet 3. Som en bas i rummet
av alla egenvektorer med egenviirdet 0 kan man ta t.ex. vy = (1,—1,0,0), vo = (2,0, —1,0)?
och v3 = (2,0,0,—1)%

For att bestamma alla egenvektorer till egenviardekandidaten —3 ska vi 16sa det homogena
linjara ekvationssystemet med matrisen

4 1 2 2
2 5 4 4
-1 -1 1 =2
-2 -2 -4 -1

B—(-3)E =

Med hjalp av Gauflelimination reduceras matrisen till féljande trappstegsform:

10 1 0
01 2 0
00 -2 1

Detta system har en linjart oberoende 16sning. Speciellt, eftersom vi har nollskilda lésningar,

foljer det att —3 ar ett egenvirde som har geometriskt multiplicitet 1. Som en bas i rummet
av alla egenvektorer med egenvirdet —3 kan man ta t.ex. vy = (=1, -2,1,2)".

Losning till problem 5. Lat V vara ett linjart rum och F : V — V en linjir avbildning.
Avbildningen F' kallas for diagonaliserbar om det finns en bas i V' sadan att F:s matris i
denna bas ar diagonal.

G's sekularpolynom &r A2 — 1 = (A —1)(A+1). Detta polynom har tva nollstillen \; = 1 och
Ao = —1. Eftersom sekularpolynomet faktoriseras som produkten av tva polynom av grad
1 och alla nollstéllen har algebraisk multiplicitet 1, har de ocksa geometrisk multiplicitet 1,
som medfor att G ar diagonaliserbar.

00
H:s sekularpolynom #r A2, Detta polynom har bara ett nollstille Ay = 0. Detta nollstille
har algebraisk multiplicitet 2. Eftersom matrisen A har rang 1, existerar det bara en linjart
oberoende egenvektor till A med egenvardet Ay = 0. Detta innebdr att Ai:s geometriska
multiplicitet &r 1 < 2, som medfér att H inte ar diagonaliserbar.

Betrakta den linjira avbildningen H : R? — R? vars matris i standardbasen ar A = ( 01 )

Losning till problem 6. Med hjalp av kvadratkompletering far vi:
q(z) = (x1 — 29 4+ 23)? + 2(1 — a)zoz3.

Lat y3 = x1 — x2 + x3. Definiera yo och y3 sa att x9 = yo + y3 och z3 = yo2 — y3 (dvs
Yo = %(xg + x3) och y3 = %(xg —x3)). Vi far

q(z) =yi +2(1 — a)(y2 + y3) (y2 — y3) = yi +2(1 — a)y3 — 2(1 — a)y3.



Om a = 1, blir signaturen (1,0,2). For alla andra a blir signaturen (2, 1,0).

Losning till problem 7. Vi skriver systemet pa foljande form:

dz(t
dﬁ%t; 2 1 1 x(t)
7 =1 21 y(t)
dz(t) 11 2 (1)
dt
och forsoker att diagonalisera systemets matris
2 11
A=11 2 1
11 2

Genom att rakna ut A:s sekularpolynom far vi egenvirden A\; = 1 av multiplicitet 2 och
A2 = 4 av multiplicitet 1. Matrisen A &r diagonaliserbar eftersom den &r symmetrisk, som
medfor att diagonalformen blir

1
D=0
0

o = O
- O O

Egenvektorer for Ay = 1 ar 16sningar till det homogena systemet med matrisen
111
A-FE=|1 1 1
111

Tva linjért oberoende l6sningar ér t.ex. v; = (1,0, —1)% och ve = (0,1, —1)".

Egenvektorer for \; = 4 ar losningar till det homogena systemet med matrisen

En linjirt oberoende l6sning ér t.ex. vz = (1,1,1)%.

Vi far darmed transformationsmatrisen

1 0 1
T= 0 1 1
-1 -1 1
och identiteter D = T~1AT, A =TDT!, dar
1 2 -1 -1
Ti=21 -1 2 -1
3

1 1 1



Om vi nu byter z(t), y(t) och z(t) mot respektive u(t), v(t) och w(t) sadana att

u(t) z(t)
o(t) | =Ty ],
far vi systemet
W= ),
dgstt) = v(t), U(O) = 1,1}(0) — 0,’(0(0) -9
T = dw(t);
Ekvationen du(t) u(t) har allmén 16sning u(t) = Cexp(t). Fran 1 = u(0) = C'exp(0) far vi

C =1 och darmed u(t) = exp(t).

Ekvationen Z—t = v(t) har allmén 16sning v(t) = C'exp(t). Fran 0 = v(0) = Cexp(0) far vi
C =0 och darmed v(t) = 0.

Ekvationen dﬁ—?(f) = 4w(t) har allmén 16sning w(t) = Cexp(4t). Fran 2 = w(0) = Cexp(0)
far vi C' = 2 och dédrmed w(t) = 2 exp(4t).

Nu anvander vi att

x(t) u(t)
y(t) | =T ul®)
z(t) w(t)
och far svaret z(t) = exp(t) + 2exp(4t), y(t) = 2exp(4t) och z(t) = —exp(t) + 2exp(4t).

Loésning till problem 8. Lat v vara den bas i R for vilken transformationsmatrisen T°5td
ar B~'. Vi har da Tyq = B. Enligt basbytesformeln, ges F':s matris i basen v av

[FIY = TS [FI&aT4a = BT AB = C.



