Linjar Algebra II: Tenta 2016-03-24: Losningar

1. Lat U C R* vara delrummet spant upp av vektorerna

1 2 3 0 1

Vi = 1 Vo = 2 VvV 7 Vv 1 Vg = 1

1 — 0 y V2 — 0 y V3 — O y V4 — O 5 — 0

2 4 10 1 3
Berakna

(a) en bas B till delrummet U,
(b) dimU,
() [Vals.

Lo6sning: Vi radtransformerar matrisen (vy, ..., vs) till trappstegsma-
trisen

1230 1
0011 O
00 0O0 O
0000 -1

Pivotkolonnerna ar forste, tredje och femte kolonnen. Saledes utgor
B = (v1,v3,vs) en bas till U och vi har dim U = 3, i sjdlva verket &r
alltsa U ett koordinathyperplan:

U=R?*x {0} x R.

Ytterligare
1 -3
[V4]B = Z 1
0
pga.
V4 = — (—3V1 + V3) .

4

2. Beridkna egenvirdena och de tillhorande egenrummen for matrisen

1 3 3
A= 1 -1 —4
-1 -1 2

1



Svar: Vi far

det(zls — A) = (v + 2)(x — 1)(z — 3),

egenvardena ar alltsa \y = —2, Ao = 1, A3 = 3 med tillhérande egenrum
1 2 0
Vo=R| -1 | ,Vi=R| -1 | ,Vz=R| —1
0 1 1
Lat

A:<_12 —12>.

Berikna en matris P, sadant att P~'AP &r en diagonalmatris samt
potenserna A", n € N.

Losning: Vi har
det(xly — A) =2*> =22 —3 = (z + 1)(z — 3),

dvs. A har egenvéirdena —1,3. Egenrummen blir

1 1
(-1 0N o
amr( 0
(11 Lo 1/1 0
P_(l —1)’P _§<1 —1)'
Till sist

wop(C Yot (e,

Saledes har vi

. Lat f: R?® — R? vara speglingen vid planet  + y + 2z = 0. Hitta
matrisen A till f.

Losning: Speglingen f : R — R3 vid ett plan n - x = 0 har fomen

f(x)=x— Wn.



1

Hér kan vitan = [ 1 |. Sedan ger A = (f(e1), f(e2), f(es3)) resul-
1
tatet
1 1 -2 =2
A=z -2 1 -2
-2 =2 1

. Lat P, vara rummet av alla reella polynom av grad < n med den inre
1
produkten (f,g) = [, f(z)g(z)dz.

(a) Berdkna den ortogonala projektionen pry, (%) med delrummet
W :="P; C Ps.

(b) Berdkna den minsta distansen dist(x?, W) av x? till nagot poly-
nom f e W.

. Hitta alla k € R, for vilka den kvadratiska formen
Q(x,y,2) = ba? + y* + k2* + 4wy — 222 — 2yz

ar positiv definit.

Losning: Vi har

5 2 -1 T
Q(%?J,Z) = ([L’,y,Z) 2 1 —1 Y
-1 -1 k z
5 2 . .. . , :
Eftersom 5 > 0, 5 1|7 1 >0, ar ) positiv definit omm ()’s matris
har determinant > 0. Men
5 2 -1
2 1 —-1|=k-2,
-1 -1 k

Saledes ar () postiv definit omm & > 2.
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7. Ekvationen
322+ 202 + 322+ 222 =1

beskriver en yta i R3. Bestiam ytans typ och de punkter i den dar
avstandet till origo &ar storst.

Losning: Vi har

3 01 x
322 + 2y + 322 + 202 = (2,9,2) [ 0 2 0 Y
10 3 z
Matrisen har sekularpolynom (x — 2)%(z — 4) och
0 1 1

o

G-
[\
[S—y

1
Vo=R| 1 | +R— 0 Vi

R
0 V2 o

Om nu
T 0 1 1 1
y | =¢l 1 |+n—=| 0 |+¢—=1| 0|,
z 0 \/5 -1 \/5 1

sa blir

327 + 2% + 327 + 2wz = 267 + 20 + 4C2

Saledes ar ytan 262 4-2n?+4¢? = 1 en rotationsellipsoid, och punkterna
med ¢ = 0 har storsta avstandet till origo, med andra ord det handlar
om cirkeln

T 0 1 1 1
y | =¢l 1 |+n—=| 0 |.&+n==.
z 0 V2 2

8. Lat ¢ = (cq, ..., ¢n) vara en radvektor och A den n x n-matris, vars alla
radvektorer ar c, dvs.

Ci ... Cp

Ct ... Cp



(a)

Bestdm kolonnrummet K (A).
1

Svar: Med e := | : € R” har vi
1

_J Re , omc#0
K(A)_{{O} , omc=0 "

Vilka egenvarden har A?

Losning: Om n > 1, utgor 0, u := ¢; + ... + ¢, egenvardena till
A. Néamligen: Vy = N(A) # {0} pga. dimN(A) =n —rg(A4) =
n—1> 0. Om daremot A # 0 ar ett egenvarde med tillhérande
egenvektor v, giller v € K(A) = Re, medan Ae = pe.

Nar dar A diagonaliserbar?

Losning: Om pu # 0, &r A diagonaliserbar: Lat es, ..., e, vara en
bas till N(A). Sedan &r e, e,,...,e, en bas till R” bestaende av
egenvektorer till A. Anta nu g = 0: Om ocksa ¢ = 0 resp. A =0,
sa ar A forstas diagonaliserbar, annars inte: En diagonaliserbar
matris med 0 som enda egenvardet ar ju nollmatrisen.

Ange sekularpolynomet y 4(x) € P,.

Svar: ya(x) = 2" (z — p).

Glad Pask!



