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1. Differentialekvationen u” + (a+2)u’ +2au = 0 med begynnelseviirdena u(0) = 1, v’(0) = —2
16ses av funktionen u(t) = e~ 2, saledes av en snabbt avtagande funktion. Detta giller for
alla reella varden pa a. Man skulle darfor kanske kunna tro att differentialekvationen ar
stabil for alla a € R.

(a) Ange definitionen av stabilitet hos differentialekvationen.

(b) Ange ett nédvandigt och tillrackligt villkor, tillampbart pa den karaktaristiska ekvatio-
nens rotter, for att differentialekvationen skall vara stabil.

(c) Undersok for vilka reella a differentialekvationen &r stabil.

2. En elektrisk signal bestar av en likstromskomponent, en vaxelstromskomponent med den
vanliga frekvensen 50 Hz och en véxelstromskomponent med frekvensen 400 Hz:

f(t) =14 Acos 100t + B sin 800t, teR,

dér A och B ar reella konstanter. Effekten hos signalen ges som bekant av integralen

o,
T/o ft) dt

och kan med hjalp av Parsevals formel

e}

/ F(t)2dt = a0>2+%Za +12)
1

delas upp efter frekvenserna.

(a) Bestam signalens Fourierkoefficienter a,, och b, uttryckta i A och B (sdtt 7' = 1 sekund
och Q = 27 /T = 27 radianer/sekund.)

(b) Bestam alla véarden hos de reella koefficenterna A och B sadana att de tre komponenterna
far lika stor effekt.

3. Variationen av lufttrycket alldeles utanfér din trumhinna ges av funktionen

cos(2mat) + 1% cos(2mast), 0<t <1,
f(t) = 0 annars.



Har &r ¢ tiden méatt i sekunder och a; = 850Hz, as = 1220 Hz.

(a) Rita upp amplitudspektrum for signalen f, dvs. | f (w)| som funktion av w. Det har fyra
toppar. Beridkna deras hojder approximativt. Vilken topp ar hogst? (Topparna till de fyra
rena exponentialsvangningar som bygger upp signalen kan berdknas exakt, sa det galler att
visa att de Ovriga tre termerna inte stor alltfor mycket dér en term har sitt maximum.)

(b) Man vet att vokalen [i] kdnnetecknas av att dess andra formant ligger omkring tre
oktaver hogre dn dess forsta formant, medan hos [a] den andra formanten ligger blott en
halv oktav hogre dn den forsta. Hos [u], slutligen, &r den andra formanten betydligt svagare
an den forsta och har en frekvens som ar en och en halv oktav hogre dn den forstas. Vilken
av dessa tre vokaler syntetiseras bast av signalen f?

. Beridkna Fouriertransformen av

Temperaturen i en guldstav av lingden mdm ges av ekvationen u; = kuy, (0 < z < T,
t > 0), dar k ar varmediffusiviteten, som fér guld ar 0,0125 dm? /s. Stavens dndpunkter
halles vid konstant temperatur lika med 22°C: w(0,t) = wu(m,t) = 22, t > 0. Vidare ges
temperaturen vid tiden noll av u(x,0) =22+ (2+2cosz)sinz, 0 < z < 7.

(a) Bestém, till exempel medelst variabelseparationsmetoden, temperaturen u(z,t) for alla
x € [0,7] och alla t > 0.

(b) Visa att temperaturen aldrig kommer att understiga 22°C.

(c) Visa att temperaturen understiger 22,8°C da ¢t > 80s.
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1. (a) Ekvationen P(D)u = 0 kallas stabil om impulssvaret, dvs. 1osningen till P(D)u = 0,
dir § betecknar enhetsimpulsen (Diracmattet), gar mot noll da tiden gar mot +oo for alla
begynnelsevirden u(0), u'(0), u”(0),..., u™Y(0), dir m ér ekvationens ordning. (Valet u(0) =
1, 4/(0) = —2 #r speciellt och det ricker inte for stabilitet.) (Jfr. Sollervall & Styf [1999:24].)

(b) Ett nédvandigt och tillréckligt villkor &r att alla polerna till 6verforingsfunktionen 1/P(s)
har negativ realdel. Dessa poler dr desamma som nollstallena till polynomet P, eller med andra
ord rétterna till den karaktéristiska ekvationen P(s) = 0.

(c) Man 16ser den karaktiristiska ekvationen s + (a4 2)s+2a = 0 och finner att dess rétter
ar s = —a och s = —2. Ekvationen &r alltsa stabil om och endast om a ar positiv.

2. Ett trigonometriskt polynom &r sin egen Fourierserie, sa det foljer att %ao =1, aso = A och
byoo = B, medan alla andra &r noll. Parseval siger att effekterna ar respektive (ag/ 2)2 =1,
2a}, = A% och $b%,, = 1B Vi skall siledes vilja koefficienterna s att 1 = 142 = 1 B?, vilket

betyder att A = +v/2 och B = £v/2 (fyra fall). (Man kan forstas ocksa rikna ut / fi(t)2dt
0
for de olika komponenterna av f = f1 + fa + f3.)

3. (a) Man vet att signalen som definieras av f(t) = Kcosatdac—a <t <c+a, f(t) =0 for
andra ¢, har Fouriertransformen

A , sina(w — «)

flw) = Ke iclw—a) + Ke—ic(w‘f‘a)w

w—« wH+a weR;

se Sollervall & Styf sidan 87 eller Kiselmans uppsats Spektrogram, sidan 2. Det &r inte menings-
fullt att berakna absolutbeloppet av f , ddremot av var och en av de termer som bygger upp f
I det aktuella fallet blir det fyra termer, f = g1+ + 91— + g2+ + g2,— vilkas absolutbelopp blir

|gj,i(27Tw)] = |Kg| | sin 27a(w F Oéj)|

. LYl :
< Kila, —=3 ) ER, j=12
min <| jla 2w F w J

27m|w F oy
(Om vi tar argumentet 27w i f s& innebér det att w &r frekvensen miatt i Hz; i f(w) &r w
vinkelfrekvensen métt i radianer per sekund.) Dessa funktioner har sina toppar vid +o; och
hojderna blir |Kj|a (amplituden |K;| ganger hélften av signalens varaktighet). I det aktuella
fallet blir hojderna saledes (exakt) 0,5 vid +aq och 0,3 vid +as

Topparna hos f (27w) intréaffar ungefar vid de fyra frekvenserna +aj, +agHz. Héjderna
blir ungefér 0,5 vid +a; och 0,3 vid tas. Att jag skriver ungefdr beror pa att varje topp
stors av smavagor fran de andra topparna, och om topparna ligger alltfor néara varandra blir
dessa storningar stora. Vi bor alltsa for varje frekvens o kolla att storningarna fran de andra
frekvenserna ar sméa jamfort med den aktuella toppen. Vid frekvensen oy = 850Hz har den
term som hor till den frekvensen sitt maximum, vilket ar exakt 0,5, medan den term som hor
till ay dér inte har storre absolutbelopp &n 0,6/27|a; — ae| = 0,6/7407 ~ 0,00026 < 0, 5.
Den term som hor till —qq stor inte heller sa& mycket vid aj: dess varde vid a; &r hogst
1/27|a; — (—a1)] = 1/34007 ~ 0,00009 < 0, 5. Pa liknande sétt ser man for var och en av de
fyra frekvenserna £a; att den term som har sitt maximum dar &r mycket storre an de tre andra
termer som inte har maximum déar. De toppar som hor till +a; &r alltsa klart hogst, eftersom
0,5 > 0,3 och storningarna ar sma.

(b) For [i] ar kvoten mellan den andra och forsta frekvensen tre oktaver (8 ganger); for [al
ar den en halv oktav (1,4 ganger); for [u] &r den 1,5 oktav (2,8 ganger); for signalen f ar kvoten



as/a; =1220/850 ~ 1,4. Av de tre vokalerna &r det tydligen [a] som f liknar mest. (Siffrorna
dr hamtade fran Peter B. Denes och Elliot N. Pinson, The Speech Chain (1970:118) och géller

for en kvinnlig talare; hos en manlig ar oy = 730, ay = 1090.)

4. Fran Beta, F4lb, ser man att tz_i_#aQ har transformen ge*‘”“".
ome 2l Translation (Beta, F7) ger s& att f(w) = 2re>@~2%l (Man kan ocksé anvinda

F4la, som séger att e~ har transformen wfifﬁ och tilldimpa Fouriers inversionsformel pa den.

Transformen av e~ kan dessutom litt beriiknas for hand.)

Alltsa har 4_;% transformen

5. (a) Man finner genom variabelseparation att en 16sning ar
> 2 2
u(x,t) = %ao + Z (ane_” M cosnx + bpe ™ K sin n:v) ,
n=1
dar koefficienterna bestams av att
[e.@]
u(z,0) = Lag + Z (an, cosnz + by sinnx) = 22 + 2sinz + sin 2z,

n=1

vilket ger %ao = 22°C, by = 2°C och by = 1°C; alla andra blir noll. Saledes blir temperaturen
u(z,t) = 22+ 2e M sinx + e W sin 2z = 22 + (24 2 F cosx)e F sinx > 22.

Den sista olikheten klarar av uppgift (b). For (c) konstaterar vi att om ¢ > 80 sekunder, sa ar
kt > 1 och
u(z,t) <22+2e e <228
(d) Trots att det inte fragas efter konkavitet hos l6sningen i z-led, kan vi konstatera att
x — u(x,t) ar konkav da cosx > —%e?’kt. Speciellt dr den konkav i hela intervallet [0,7] da
kt > 1log4 ~ 0,46. Begynnelseviirdet dr en konkav funktion i intervallet [0, arccos(—1)] och
konvex i intervallet [arccos(—1), 7], men konkaviteten vinner snabbt.



