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Genomsnittligt sökdjup i binära sökträdDetta papper visar att binära sökträd som byggs upp av slumpmässiga data ärbra.Bete
kningar o
h de�nitionerDe�nitionDen interna väglängden (bete
knad IPL eller I) är summan av alla noders väg-längder där roten sägs ha väglängden 1, rotens barn väglängderna 2 et
.För att de�niera den externa väglängden kompletterar vi trädet med alla �tom-ma träd� som vi kallar externa noder. Det nya trädet innehåller då n internao
h n+ 1 externa noder (trädet är ju fullt dvs varje nod är antingen en internmed två barn eller ett löv utan barn).Den externa väglängden (bete
knad EPL eller E) de�nieras som summan av allaexterna noders väglängder.Exempel ka e s v ka
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b bFiguren visar hur trädets komletteras med externa noder. I trädet är I = 11 o
hE = 22Ett träds väglängd är ett mått på hur �välförgrenat� det är � för samma antalnoder är ett träd med liten väglängd mer välförgrenat än ett träd med storväglängd.Det �nns ett enkelt samband mellan den interna o
h den externa väglängdenuttry
kt i följande formel: E = I + 2n+ 1 (1)Detta kan visas med hjälp av induktion (övning!)1



Användning av väglängderVäglängderna är spe
iellt användbara för att uttry
ka det genomsnittliga arbe-tet för sökning i ett binärt sökträd. Om ett träd med n noder har intern o
hextern väglängd I respektive E så gäller att det genomsnittliga antalet försök sför att söka en be�ntlig ny
kel (så kallad ly
kad sökning) ärs = In (2)Detta följer direkt av de�nitionen av intern väglängd: att hitta ny
keln lagrad iroten kräver ett försök, ny
kelarna i rotens barn två försök et
. (Resonemangetförutsätter att alla ny
klar är lika sannolika att bli sökta).För att hitta motsvarande uttry
k för missly
kad sökning (dvs att upptä
ka atten viss ny
kel inte �nns i trädet) konstaterar vi att varje missly
kad sökningslutar i en extern nod. För att komma fram till den externa noden gör vi likamånga försök som dess bidrag var till den externa väglängden. Om alla externanoder är lika sannolika (tänk efter vad detta egentligen innebär) så blir detgenomsnittliga antalet försök u för en missly
kad sökningu = En+ 1 (3)(det �nns ju n+ 1 externa noder).Det är således i högsta grad intressant att titta på vad vi kan förvänta oss förväglängder i ett binärt sökträd.Att den minsta o
h största möjliga väglängden är �(n logn) respektive �(n2)lämnas som (en ganska enkel) övning. Den svårare men intressantare frågan vadvi kan förvänta oss för väglängd i ett slumpmässigt uppbyggt träd ägnar vi nästaavsnitt åt.Väglängd i träd uppbyggt av slumptalAntag att vi har n unika ny
klar o
h att ett binärt sökträd byggs upp genomatt dessa ny
klar su

essivt läggs in i trädet. Antag vidare att var o
h en av den! olika permutationerna av ny
klarna är lika sannolik.Påstående Den genomsnittliga interna väglängden i de träd som genereras är1:386n lg n+O(n)BevisLåt E(n) bete
kna den genomsnittliga externa väglängden o
h2



I(n) bete
kna den genomsnittliga interna väglängdeni de träd som skapas av alla möjliga inläggningssekvenser av de n ny
klarna.Då gäller E(n) = I(n) + 2n+ 1 (4)(Eftersom ovanstående relation gäller för varje enskilt träd måste den o
ksågälla för medelvärdet)Antalet nodbesök som görs vid sökning av en viss ny
kel är exakt lika mångasom gjordes när den ny
keln lades in i trädet (om man även räknar den externa,�tomma� noden.)Vid det i:te inlägget så görs, i genomsnitt, E(i � 1)=i eftersom i � 1 redan ärlagrade o
h det �nns i externa �nil�-noder.Vid första inlägget görs E(0)=1 besök i genomsnitt, andra inlägget E(1)=2 besöki genomsnitt o.s.v.Eftersom det krävs exakt lika många nodbesök för att �nna en ny
kel som detbehövdes för att lägga in den så erhåller vi sambandetI(n) = E(0)=1 +E(1)=2 +E(2)=3 + :::E(n� 1)=n (5)Denna di�erensekvation involverar både E(n) o
h I(n). Dessutom har den �fullhistoria� dvs det n:te värdet beror av alla föregående värden. Standardsättetatt bli av med den fulla historien är att sätta upp motsvarande ekvation förI(n� 1):I(n� 1) = E(0)=1 +E(1)=2 +E(2)=3 + :::+E(n� 2)=(n� 1) (6)o
h sedan subtrahera (6) från (5):I(n)� I(n� 1) = E(n� 1)n (7)Genom att använda sambandet (4) kan vi bli av med den ena av de två obekanta.Det spelar i prin
ip ingen roll vilken vi eliminerar men det visar sig att det blirlättare att räkna om vi använder E(n). Ekvationen (7) övergår då iE(n)� 2n� 1 = E(n� 1)� 2(n� 1)� 1 + E(n� 1)nE(n) = E(n� 1) + 2 + E(n� 1)nE(n) = 2 + n+ 1n E(n� 1) (8)3



(Ekvation (8) kan kontrolleras för n=1, 2 o
h 3 genom räkna på alla möjligaträd av dessa storlekar.)Ekvationen (8) är en i
ke-linjär di�erensekvation som, generellt sett, kan varasvår att lösa. I just detta fall kan do
k lösningen erhållas på vårt vanliga sätt �genom att expandera:E(n) = 2 + n+ 1n E(n� 1) == 2 + n+ 1n �2 + nn� 1E(n� 2)� == 2 + 2n+ 1n + n+ 1n� 1E(n� 2) == 2 + 2n+ 1n + n+ 1n� 1 �2 + n� 1n� 2E(n� 3)� == 2 + 2n+ 1n + 2n+ 1n� 1 + n+ 1n� 2E(n� 3) =...= 2 + 2n+ 1n + 2n+ 1n� 1 + 2n+ 1n� 2 + � � �+ n+ 1n� kE(n� k � 1) = fk = n� 2g= 2 + 2n+ 1n + 2n+ 1n� 1 + 2n+ 1n� 2 + � � �+ n+ 12 E(1) == 2 + 2(n+ 1)� 1n + 1n� 1 + � � � 13 + 12E(1)2 �Eftersom E(1) = 4 erhållesE(n) = 2 + 2(n+ 1)� 1n + 1n� 1 + � � � 13 + 1� == 2 + 2(n+ 1)� 1n + 1n� 1 + � � � 13 + 12 + 1� 12� == 2 + 2(n+ 1)�H(n)� 12� == 2 + 2(n+ 1)H(n)� (n+ 1) == 2(n+ 1)H(n)� n+ 1 (9)där H(n) är den harmoniska summan.H(n) = 1 + 12 + 13 + � � �+ 1nObservera att detta är ett exakt uttry
k för E(n) � vi har inte gjort någrauppskattningar alls. Formeln kan således lätt kontrolleras för t.ex. n = 1, 2 o
h3.Genom att använda uppskattningen 4



H(n) = lnn+ 
 +O( 1n) (10)så erhålles E(n) = 2(n+ 1)�lnn+ 
 +O( 1n)�� n+ 1= 2n lnn+ lnn+ 2(n+ 1)�
 +O( 1n)�� n+ 1= 2n lnn+O(n)= 2n ln 2 lgn+O(n)= 1:386n lg n+O(n) (11)Om sambandet mellan intern o
h extern väglängd (4) användes så erhållesI(n) = 1:386n lg n+O(n)V.S.BObservera att vi som ett delresultat har visat att lösningen till di�erensekvatio-nen E(n) = n+ 1n E(n� 1) + 2är O(n log n) vilket är ett resultat som kan användas vid analysera qui
ksort.Alternativ resonemangOm man ty
ker att resonemanget som ledde fram till ekvation (5) är svårt attförstå så kan följande alternativa resonemang föras.Antag att de ny
klar vi har ny
klarna k1 < k2 < k3 < : : : < kn. Om vi viduppbyggnaden av trädet börja med ny
kel ki kommer den att bli rot i trädeto
h vi kommer få i� 1 noder i vänstersubträdet TL o
h n� i i högersubträdetTR. Om väglängden för trädet TL o
h TR bete
knas med IL respektive IR såblir väglängden för detta trädI = 1 + (i� 1 + IL) + (n� i+ IR)= n+ IL + IR(vi måste addera 1 för varje nod i subträden eftersom vägarna till dem förstmåste gå genom roten).
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Om vi varje ny
kel ki är lika sannolik att bli vald som rot blir den genomsnittligaväglängden I(n) = 1n nXi=1 (n+ I(i� 1) + I(n� i))= n+ 2n n�1Xi=0 I(i)Denna ekvation kan lösas med en liknande teknik som användes ovan eller såkan man utnyttja sambandet (1) mellan intern o
h extern väglängd o
h då fårman exakt samma formel som (2).
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