Informationsteknologi Algoritmer och datastrukturer
Tom Smedsaas 18 februari 2005

Genomsnittligt sokdjup i binira soktrad

Detta papper visar att bindra soktrad som byggs upp av slumpméssiga data &ar
bra.

Beteckningar och definitioner

Definition

Den interna vaglingden (betecknad IPL eller I) d&r summan av alla noders vig-
léngder dar roten sigs ha viglidngden 1, rotens barn viglangderna 2 etc.

For att definiera den externa viglingden kompletterar vi triadet med alla "tom-
ma trad” som vi kallar erterna noder. Det nya trédet innehaller d& n interna
och n 4+ 1 externa noder (tridet ar ju fullt dvs varje nod &r antingen en intern
med tva barn eller ett 16v utan barn).

Den externa vdglingden (betecknad EPL eller E) definieras som summan av alla
externa noders viglangder.

Exempel

Figuren visar hur tridets komletteras med externa noder. I tridet & I = 11 och
E =22

Ett trads viglingd &r ett matt pa hur "valférgrenat” det dr — for samma antal
noder &r ett trdd med liten viglingd mer vilférgrenat &n ett trid med stor
vaglangd.

Det finns ett enkelt samband mellan den interna och den externa viglingden
uttryckt i féljande formel:

E=I1+2n+1 (1)

Detta kan visas med hjilp av induktion (6vning!)



Anvindning av viglingder

Viaglangderna dr speciellt anvindbara for att uttrycka det genomsnittliga arbe-
tet for sokning i ett bindrt soktrdd. Om ett trdd med n noder har intern och
extern viglingd I respektive F sa giller att det genomsnittliga antalet forsck s
for att soka en befintlig nyckel (s& kallad lyckad sokning) ar

I
5= (2)
Detta foljer direkt av definitionen av intern viglangd: att hitta nyckeln lagrad i
roten kriver ett forsok, nyckelarna i rotens barn tva forsok etc. (Resonemanget
forutsétter att alla nycklar &r lika sannolika att bli sokta).

For att hitta motsvarande uttryck for misslyckad sokning (dvs att upptéicka att
en viss nyckel inte finns i tradet) konstaterar vi att varje misslyckad sokning
slutar i en extern nod. For att komma fram till den externa noden gor vi lika
manga forsok som dess bidrag var till den externa véglangden. Om alla externa
noder #r lika sannolika (tédnk efter vad detta egentligen innebédr) sa blir det
genomsnittliga antalet forsok v for en misslyckad sékning

FE
n+1

u =

(3)

(det finns ju n + 1 externa noder).

Det &r saledes i hogsta grad intressant att titta pa vad vi kan forvanta oss for
vaglingder i ett binédrt soktrad.

Att den minsta och storsta mojliga viglingden dr ©(nlogn) respektive ©(n?)
lamnas som (en ganska enkel) 6vning. Den svirare men intressantare fragan vad
vi kan forvénta oss for viglingd i ett slumpmaéssigt uppbyggt triad dgnar vi nésta
avsnitt at.

Viaglingd i trdd uppbyggt av slumptal

Antag att vi har n unika nycklar och att ett bindrt soktrdd byggs upp genom
att dessa nycklar successivt laggs in i tradet. Antag vidare att var och en av de
n! olika permutationerna av nycklarna dr lika sannolik.

Pastaende Den genomsnittliga interna vaglingden 1 de trad som genereras dr

1.386nlgn + O(n)

E(n) beteckna den genomsnittliga externa viglingden och



I(n) beteckna den genomsnittliga interna vigliangden
i de trad som skapas av alla mojliga inlaggningssekvenser av de n nycklarna.

Da giller

E(n)=1I(n)+2n+1 (4)

(Eftersom ovanstiende relation giller for varje enskilt trdd maste den ocksé
gilla for medelvardet)

Antalet nodbesok som gors vid stkning av en viss nyckel dr exakt lika manga
som gjordes nar den nyckeln lades in i triddet (om man dven riknar den externa,
"tomma” noden.)

Vid det i:te inlégget si gors, i genomsnitt, E(i — 1)/i eftersom i — 1 redan &r
lagrade och det finns % externa "nil”-noder.

Vid forsta inldgget gors £/(0)/1 besok i genomsnitt, andra inlédgget £(1)/2 besok
1 genomsnitt 0.s.v.

Eftersom det krévs exakt lika méanga nodbesok for att finna en nyckel som det
behdvdes for att ldgga in den sa erhaller vi sambandet

I(n) = E(0)/1+ E(1)/2+ E?2)/3 + ...E(n — 1)/n (5)

Denna differensekvation involverar bade E(n) och I(n). Dessutom har den "full
historia” dvs det n:te virdet beror av alla foregaende virden. Standardséittet
att bli av med den fulla historien ar att sitta upp motsvarande ekvation for
I(n—1):

Iln—1)=FE0)/1+E(1)/24+ E(2)/3+ ...+ E(n—2)/(n—1) (6)
och sedan subtrahera (6) fran (5):

E(n-1)

I(n)—I(n—1) = (7)
Genom att anvinda sambandet (4) kan vi bli av med den ena av de tvéa obekanta.
Det spelar i princip ingen roll vilken vi eliminerar men det visar sig att det blir
lattare att rdkna om vi anvinder F(n). Ekvationen (7) 6vergar dé i

Bn)—20-1 = B(n—1)—2n—1)—14 20 =1
E(n) = E(n—l)+2+M
E(n) = 2+n+1E(’rL—l) (8)



(Ekvation (8) kan kontrolleras for n=1, 2 och 3 genom rékna pa alla mojliga
trad av dessa storlekar.)

Ekvationen (8) ar en icke-linjar differensekvation som, generellt sett, kan vara
svar att 16sa. I just detta fall kan dock 16sningen erhallas pa vart vanliga siatt —
genom att expandera:
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dér H(n) ar den harmoniska summan.

1 1 1
H(n) =145+ 5+t

Observera att detta &r ett exakt uttryck for E(n) — vi har inte gjort nagra
uppskattningar alls. Formeln kan saledes ldtt kontrolleras for t.ex. n = 1, 2 och
3.

Genom att anvinda uppskattningen



H(n) :lnn+'y+0(%) (10)

s& erhalles

E(n) = 2(n+1) <lnn+7+0(%)>—n+1

1
= 2nlnn+Inn+2(n+1) <7+O(—)> —n+1
n

= 2nlnn+ O(n)
= 2nln2lgn+ O(n)
= 1.386nlgn + O(n) (11)

Om sambandet mellan intern och extern viglangd (4) anvindes sé& erhalles

I(n) = 1.386nlgn + O(n)

V.S.B

Observera att vi som ett delresultat har visat att 16sningen till differensekvatio-
nen

_n+1
oon

E(n) En—-1)+2

ar O(nlogn) vilket &r ett resultat som kan anvindas vid analysera quicksort.

Alternativ resonemang

Om man tycker att resonemanget som ledde fram till ekvation (5) &r svart att
forsta sa kan foljande alternativa resonemang foras.

Antag att de nycklar vi har nycklarna k1 < ke < k3 < ... < k;,. Om vi vid
uppbyggnaden av tridet borja med nyckel k; kommer den att bli rot i tréadet
och vi kommer fa ¢ — 1 noder i vénstersubtridet 17, och n — ¢ i hogersubtradet
Tr. Om viglingden for tradet 17, och Tk betecknas med Iy, respektive Ir sa
blir vigléngden for detta trad

I=14+@G—-14+1I)+(n—i+Ig)
=n+1I;+ Ig

(vi méste addera 1 for varje nod i subtriden eftersom vigarna till dem forst
méste g genom roten).



Om vi varje nyckel £; ar lika sannolik att bli vald som rot blir den genomsnittliga
vaglingden

Denna ekvation kan 16sas med en liknande teknik som anvéndes ovan eller sa
kan man utnyttja sambandet (1) mellan intern och extern véiglangd och d& far
man exakt samma formel som (2).



