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AVL-trad

Definition Ett AVL-trdd ar ett bindrt soktrdd dér det for varje nod géller att
skillnaden i héjd mellan nodens vinster och héger subtrad &r hogst 1.

AVL-trid kallas ocksa for hdjdbalanserade trad.

Vi skall hir visa att hojden i ett AVL-trdd med n noder &r O(logn) vilket
garanterar att en sokning aldrig tar mer tid &n sé. Vi skall ocksa beskriva en
inldggningsalgoritm som underhaller AVL-egenskapen och som ocksa tar © logn
tid.

Inlagg i AVL-trad

Varje nod forses med en balansindikator som anger skillnaden i hdjd mellan
hoger och vénster subtrdd. Tillatna vérde &r séledes -1 (vanster subtriad hogre
dn hoger subtrdd), 0 (subtréden &r lika hoga) och +1 (hoger subtrdd ar hogre
dn vanster subtrad).

Ett inldgg i ett AVL-trad borjar som ett vanligt BST-inldgg dvs man soker sig
léngs en vig fran roten ner till den plats som det nya elementet skall ha. Den
nya noden blir som vanligt ett 16v i trédet.

Dérefter foljer man samma vég tillbaka upp mot roten. S& linge man passerar
noder med balansvirdet 0 skall vardet dndras till 1 eller -1. Den forsta nod man
patraffar som har balansfélt skilt fran noll kallar vi pivot-nod.

Om inldgget gjordes i pivotnodens ldgre subtrdd har balansen forbattrats. Ba-
lansfaltet séttes till noll och det hela &r klart — ingenting behdver gbras ovanfor
denna punkt.

Om inlégget gjordes i det hogre av subtrdden si maste AVL-egenskapen ater-
stéllas genom en omstrukturering. Antag att inlagget gjordes i det vénstra sub-
tradet. Fallet med inlédgg i hoger subtréd hanteras symmetriskt) Den nya noden
kan d& ha hamnat antingen i pivotnodens vinsterbarns véinstra subtrid (kallat
T; i figuren nedan) eller i dess hogra subtréd (kallat 75 i figuren nedan). Situa-
tionen beskrivs d& av foljande figur ddr z &r nya noden i fall 1 och y &r den nya
ifall 2.
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(Balansvérdena i figuren ar de virden som gillde innan inldgget gjordes.)

Vi tittar forst pa hur vi skall hantera fallet att inldgget gjordes i T7. Problemet
16se d& genom att lyfta upp noden A till pivotnodens plats medan pivotnoden
(C) aker ner ett steg at hoger. Pa det séttet aterstélls det brutna balanskriteriet
vid pivotnoden. Dessutom bevaras den inbérdes ordningen mellan noderna vilket
ar nodvandigt for behalla BST-egenskapen.

Denna operation kallas for en enkel hogerrotation och resulterar i féljande situ-
ation:
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Observera att hojden av triadet under pivotnoden (noden som nu innehaller A
ar h + 2 dvs detta deltrdd har samma hojd som det hade fore inldgget. Detta

innebér att ovanfér denna punkt behdvs ingen omstrukturering gbras och inga
balansfilt modifieras.




Vi skall nu se pa det andra fallet nir den nya noden kom i T5. For att hantera
detta méste vi 6ka upplosningen i figuren si att vi dven ser roten till 75 som vi

kallar B:
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Det spelar ingen roll i vilket av de tva subtridden T5; eller Th den nya noden y
hamnar — bada fallen hanteras med en dubbel hdgerrotation som lyfter upp B
till pivotnodens plats:

A BE A
ONNOEES :

Aven hir &r héjden av tridet med pivotnoden som rot oforindrad efter inligget
sa att ingenting behdver goras hogre upp i trédet.




Hur hogt kan ett AVL-trad bli?

For att se vad den den storsta hdjden i ett AVL-trdd med n noder kan bli
betraktar vi en speciell f6ljd av maximalt daliga AVL-trad.

Lat F}, var ett AVL-trdd med h nivaer konstruerat med sd fd noder som majligt.
Séledes dr Fy det tomma trddet och Fy triddet med en nod. Déarefter kommer
trad med foéljande utseende:
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Traden ar inte unika; vi har hér valt att alltid gora det vénstra subtriadet en steg
hogre én det hogra (forutom Fy och Fy). Det betyder att det F}, kan konstrueras
med hjélp av F} 1 och Fj_ o enligt:

Tréden kallas av naturliga skil Fibonaccitrdd

Lat fp beteckna antalet noder i Fj. Vi kan da uttrycka antalet noder med
differensekvationen

fo=1+fo1+ fro (1)

Lat nyp vara antalet noder i ett godtyckligt AVL-trdd med h nivier. Da géller
naturligtvis

ny > fn (2)

Om vi kan uttrycka f; explicit s& ger detta en relation mellan antalet nivaer h
(dvs héjden) och antalet noder i ett AVL-trad. (Om vi t ex visste att f, = 2"
s& skulle det innebira att nj, > 2" dvs h < logny. Riktigt si enkelt och bra &r
det dock inte...)

Om man inte kdnner 16sningen till ekvationen (1) eller inte behérskar teknik for
att 16sa den kan man &nd& komma fram till det visentliga resultatet genom en
ganska enkel uppskatining.

Om vi skall kunna anvinda uppskattningen av fj, i relationen (2) sd maéste
uppskattningen goras neddt dvs vi skall skaffa en undre grins for fy,.

Eftersom fj ér vixande (fler nivier kraver naturligtvis fler noder) s géller

fo=14+fo1+ fp—2>
> 1+ fp—2+ fr—2



dvs
fn>142fh (3)

Denna relation kan 16sas genom "teleskopering” dvs genom att upprepa den ett
lampligt antal ganger:

Jo>142fh90>142(142fn_4) =
=1+4+2+4fp 4 >1+2+4(1+2fp6) =
=142+44+8f_6¢>1+2+4+8(1+ frg) =

=14244+-- 421 pokf o=
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Vilj k sddant att h — 2k =1 dvs k = (h — 1)/2. Eftersom f; =1 far vi d&

np > fa> 28— 142k f = okt 1 = o
h+1
logy(np +1) > 5
h < 2logy(np +1) — 1 (4)

Slutsats: Ett AVL-trdd kan inte bli mer &n dubbelt sd hogt som det lagsta
mojliga binédra tradet.

Darav foljer att sokning i ett AVL-trad med n noder tar garanterat O(logn)
tid.

Eftersom in- och uttagsalgoritmerna bara rér noder lings vigen fran roten till
den nyinlagda roten kriver dven hogst dessa O(logn) tid.

Genom att 16sa ekvationen (1) exakt s& kan uppskattningen (4) skirpas till
h < 1.441ogy(np +2) + O(1) (5)
Detta beskriver alltsd hur manga nodbestk man behéver gora i varsta fall i det

virsta AVL-tradet att jamféras med de 1.396 logy n fors6k man behdver gora i
genomsnitt i det genomsnittliga bindra soktradet.



