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int max(int x, int y) {
return x>y7?x:y;

}

int height(link r) {
if ( r==NULL )
return 0;
else
return 1 + max( height(r->left),
height (r->right) );
}

void insert(int key, link #*r) {
assert(r);
if ( *r == 0 )
*r = cons( key, NULL, NULL );
else if ( key < (¥r)->item )
insert( key, &((*r)->left) );
else if ( key > (#r)->item )
insert( key, &((*r)->right) );
else
/* Redan inlagt. G&r ingenting. */;

}

Vi anvéinder hashfunktionen h(k) = k mod 13 samt stegfunktionen g(k) =
(kmod 11) +1

Nycklar ¥ 8 13 28 2 22 5 19 21 15 4

h(k) 8 0 2 2 9 5 6 8 2 4
g(k) 9 3 7 3 1 6 9 11 5 5
Om dessa laggs in i tabellen med dubbelhashning erhalles foljande tabell
Index 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Innehall 13 4 28 21 2 19 8 22 15 5
Antal forsok 1 3 1 3 2 1 1 1 2 2

Totala antalet forsok vid uppbyggnaden dr 17 dvs det krdvs i genomsnitt
17/10 = 1.7 forsok for att lokalisera en existerande nyckel.

Vid ordnad hashning later man en storre nyckel ha prioritet framfor en mindre
till platserna. Om man vid inldggning av en nyckel k patraffar en nycklel [
som &r mindre en k lagrar man k pi denna plats och fortsétter inlagget med
1, naturligtvis med anvinde av g(l) som steg.

Index 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Innehall 13 4 28 8 2 19 15 B 22 2

5 21
Antal forssk 1 3 1 2 1 1 2 1 1 4

Aven i denna tabell kréver lyckad sokning 17/10 = 1.7 forsok i genomsnitt.
Fordelen med ordnad hashning ar att s6kning kan avbrytas ndr man kommit
till en plats med en mindre nyckel &n den man stker vilket medfor att det gar
fortare att upptécka att en given nyckel inte finns med i tabellen.

(a) O(1) betyder konstant tid oberoende av n. Det skall saledas ta 1 sekund.



(b)
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(d)

O(logn) betyder att tiden vixer som T'(n) = clog(n). Om 10-logaritmen
anvinds s

T'(1000) = clog(1000) =1 ger ¢ =1/3
T(108) = clog(10%) = 1/3 - 6 = 2 sekunder

O(n) star for linjar tillvixt dvs T'(n) = en. Om n 6kar med en faktor
1000 s& kommer tiden ocksé att 6ka med en faktor 1000. Svaret ar séledes
1000 sekunder.

O(nlogn) innebér att tiden vixer som T'(n) = cnlog(n)
T(1000) = ¢- 1000 - log(1000) = 1 ger ¢ = 1/3000

10%) = ¢~ 10° - log(10°) = % = 2000 sekunder

N

©(n?) innebér att tiden viixer som T'(n) = cn?
1000) = ¢- 10002 =1 ger ¢ = 106

T(108) = ¢- (10%)2 = 1075 - 10'? = 10° sekunder dvs drygt 11 dygn.
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Den interna vaglingden dr summan av alla varje nods vaglangd dar roten
har viglingd 1, rotens barn viglangd 2, rotens barbarn viglingd 3 osv.

Den externa viglingden ar viglingden till alla externa noder ("tomma”
trad).

Vi anvéinder ett induktionsbevis. Pastdendet £ = I 4+ 2n + 1 géller for
det tomma tradet eftersom F =1och I +2n+1=0+2-0+1=1

Pastaendet ar ekvivalent med E — I = 2n+ 1. Antag att pastdendet gl-
ler for ett trdd med n (interna) noder. Om vi byter ut en av de externa
noderna pa niva k mot en intern nod foljt av tva externa noder. Den in-
terna viglingden okar d4 med £ medan den externa viglingden minskar
med k och dkar med 2 - (k + 1) Om vi betecknar de nya viglingderna
med E' och I'

E-I'=E-k+2k+1)—{I+k)=E—-I+2
=2n+1+2=2(n+1)+1

Eftersom det nya tradet har n+1 noder s géller siledes sambandet dven
for detta.

Den storsta viglangden erhélles med en nod pa varje niva:

1
I=1+2+3+...+n=9(—"2—+—2 (1)

Den minsta mgjliga viaglingden i ett komplett trdd med h nivaer:
I=1+2+2+3+3+3+3+...+2"1.h

Denna summa dér varje term ar en produkt av en termerna fran en



aritmetisk och en geometrisk summa kan beridknas pa foljande sitt:

I=1 +42.2'4 3.224 4.2°4 ... 4p-201
=1 +214+ 224 284 ... 42kt +
+214 224 284 ... 42kt +
+ 224 284 ... 42kt +
+ 234 ... 42kt +
2h—1

Varje rad i ovanstaende utgdr en summa av en geometrisk serie med tva
som kvot. Dessa kan summeras var for sig.
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Antal noder n i ett trdd med h nivaer ar
n=1+244+4... 421 =21
vilket innebéar att

2h—1=n
2 =n+1
h =logy(n +1)

Om detta anvéndes i uttrycket for I ovan s erhélles slutligen

I=(Mn+1)logy(n+1)—n

5. Inlaggning av m fororsakar en enkel hogerrotation med p som pivotnode och
inldggning av ¢ medftr en dubbel hogerrotation kring r:
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6. Ett sitt att 16sa problemet att bestdmma medianen &r att lagra talen i en
array (med n element), sortera denna och se vilket element som kommer pa
plats n/2. Med de vanliga, snabba sorteringsmetoderna som quicksort eller
mergesort tar detta dock ©(nlogn) tid vilket alltsd inte uppfyller kravet i
uppgiften. Ett vanligt algoritm for att berdkna medianen &r att modifiera
quicksort sa att den i rekursionen bara gar vidare men den del som medianen
kommer att finnas i. Denna metod & O(n) i genomsnitt vilket inte heller
uppfyller kravet i uppgiften (som skulle garantera hogst linjart tidsberoende).
(Det &r dessutom inte helt enkelt att visa att algoritmen &r O(n).)

For att 1osa problemet skall vi i stéllet utnyttja den kunskap om nycklarna
som omndmns i uppgiften: heltal i intervallet [1,1000]. Det betyder att det
finns hogst 1000 olika nycklar. Vi anviander en array med 1000 platser (in-
dicerad med talen i intervallet [1,1000]) dér vi pa plats ¢ lagrar hur ménga
nycklar med véirdet ¢ som finns. Detta ar i sjdlva verket en sorteringsmetod
som endast kriaver O(n) operationer. Slutligen méaste vi rikna oss fram till var
den mittersta nyckelm hamnar genom att succesivt summera antalet antalet
nycklar i position 1, 2, ... tills halva antalet nycklar uppnétts.

Antag att nycklarna &r lagrade (osorterat) i en array keys[n]
Algoritm:

for i = 1 to 1000 do
freq[i]l = 0
for i =1 ton do
freqlkeys[il] = freqlkeys[i]] + 1
sum = 0
i =1
while ( sum < n/2 )
sum = sum + freq[il
i =i+ 1
return i /* Medianen */

Den forsta for-iteration kriver ett konstant antal operationer (oberoende av
n). Den andra utfors exakt n ginger och kriver siledes ©(n) operationer.
Den sista kan hogst utforas 1000 ganger och ar séledes oberoende av n. Totalt
krévs saledes ©(n) operationer.



