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1. Ordo, Omega och Theta &r matematiska begrepp som uttrycker (matematiska)
funktioners asymptotiska beteenden dvs deras visentliga uppférande for stora
varden pa argumentet. Begreppen har saledes i sig ingenting med algoritmer
eller tidsatgang att géra. Ddremot anvinder man dem i algoritmanalys for att
beskriva de funktioner som anger hur tiden eller utrymmet beror av indata.

Definitioner:

En funktion f(n) sigs vara O(g(n)) om det existerar tva konstanter ng och ¢
som #r sddana att f(n) < c-g(n) for alla n > ng.

En funktion f(n) sigs vara Q(g(n)) om det existerar tva konstanter ng och
¢ > 0 som &r sddana att f(n) > c¢- g(n) for alla n > ng.

En funktion f(n) sdgs vara ©(g(n)) om det existerar tre konstanter ng, ¢; och
co > 0 som &r sddana att ¢; - g(n) gef(n) > co - g(n) for alla n > ng.

Observera att det ar existensen av konstanterna som ar viktig!

Losligt uttryckt kan man siga att Ordo &r en 6vre och Omega en undre grans
medan Theta &r likhet. Observera ockséd att t.ex. Ordo i sig inte har nagot
med "varsta” fall att géra! Man kan mycket vil ge en Ordo-uppskattning for
tidsatgangen for basta eller genomsnittsfallet!

2. Tiden for tradsortering kan, f6r slumptal, férvintas vixa som T (n) = cnlogn.
Eftersom 7'(1000) = 1s s& kan konstanten beraknas som ¢ = 1/(1000-log 1000) =
1/3000) (Anvénd 10-logaritmen!) 7'(10%) = 6 - 106/3000 = 2000s)

3. struct node {
int data;
struct *left, *right;
}

int max(int x, int y) {
return x>y7x:y;

}

int height(link r) {
if ( r==NULL )
return 0;
else
return 1 + max( height(r->left),
height (r->right) );
}

Kortiden kan enklast uppskattas genom att konstatera att varje gang vi beso-
ker en viss niva maste vi passera alla noder i nivaerna ovanfor. I ett komplett
trid innehaller niva k exakt 2% noder (roten definieras som nivé 0) och antalet
noder i nivierna 0...k —1 #r 2¥ — 1 dvs vi kommer ungefir dubbelt si manga
noder som behdvs vilket innebér att tiden vixer linjart med antalet noder.



4.

5.

Den interna véglingden definieras som summan av varje nods viglingd dér
rotens vaglingd definieras som 1, rotens barns som 2 osv. Maximal viglingd:

n(n+1)

Inaw =142+ +n=——

Den minimala véglingden:

Att det riicker att beakta n = 2! — 1 innebér att det ricker att analysera ett
komplett trdd. Enklast &r att ga via den externa véglingden for ett siddant
triad. Ett komplett trid med h nivaer har 2* externa noder pa niva h+ 1 dvs

Epin = (h +1)2"

Sambandet n = 2" — 1 ger att 2" = n+1 och h =log(n+1). Om vi anviinder
detta och sambandet mellan inter och extern véglingd erhalles

Iln)=E(Mm)—2n—1=(logln+1)+1)(n+1)—2n—-1
=nlog(n +1) —n+log(n + 1)
(Det kan vara klokt att kontrollera att detta stimmer for t ex n = 1 och
n=23)

(a) T ett rodsvart trad skall varje nod vara antingen rod eller svart. Alla
externa noder (de tomma noderna som varje misslyckad s6kning slutar
i) skall vara (betraktas som) svarta. Vidare skall

e ingen rod nod ha en réd fordlder och

e alla vigar fran roten till en extern (tom) nod innehalla lika manga
svarta noder.

Att visa att ett trad ar ett rodsvart trad gors genom att visa att det gar
att méala noderna s att ovanstaende villkor &r uppfyllda.

Vi kompletterar tradet med de externa noderna (svarta) och visar, med
skuggning, vilka 6vriga noder som skall vara svarta. Tradets svarthdjd ar
3.

Nér en ny nod liggs in mélas den alltid rod for att bevara svartvillkoret.
Dérefter undersoks rédvillkoret. Inlégg av f i tradet



(¢) Ovning :-)

(d) Om noden mirkt med e tas bort ar tradet fortfarande ett rodsvart trad
men €j ett AVL-trad eftersom véinstersubtrédet till £ har hojd tva medan
hogersubtradet har hojd fyra.
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(a)

()

Vi anvinder hashfunktionen h(k) = k mod 7.

Nycklar K 11 21 3 42 17 2 19 12 26 15 1
h(k) 4 0 3 0 3 2 5 5 5 1 1

Om dessa léggs in i tabellen med dubbelhashning erhéalles foljande tabell
(listorna gar uppifran och nedét):

Index 0 1 2 3 4 5 6
Innehalli pos1 21 15 2 3 11 19
Innehall i pos 2 42 1 17 12
Innehall i pos 3 26

Vi anvinder hashfunktionen h(k) = k mod 13 (tabellen innehéaller ocksé
virden for stegfunktionen som anvénds i nista deluppgift):

Nycklar K 11 21 3 42 17 2 19 12 26 15 1
h(k) 11 8 3 3 4 2 6 12 0 2 1
g(k) 1 11 4 10 7 3 9 2 5 5 2

Linjar kollisionshantering innebér att man, vid kollision, provar nista
plats och, om man kommer till slutet av tabellen, bérjar om pé plats 0.
Tabellen blir da:

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
Innehall 26 1 2 3 42 17 19 15 21 11 12
Antal forsok 1 2 1 1 2 2 1 6 1 1 1

For att rdkna ut hur ménga forsok i genomsnitt en misslyckad sokning
i just denna tabell antar man att varje position &r lika sannolik. Om
vi kommer till position 0 krdvs 10 forsok (vi provar 0, 1, 2, ..., 9),
om vi kommer till position 1 krévs 8 forsck osv. Position 9 och kréver
vardera 1 forsék medan position 11 och 12 kréver 12 respektive 11 f6rsok.
Sammanlagt: 12+11+10+4---+24+14+1=(124+1)-12/2+1 =79 dvs
genomsnittet blir 79/13 = 6.08

Vid dubbel hashning anvinder man ett individuellt steg for varje nyckel
som berdknas med funktionen g(k) = (k mod 11) 4+ 1. Hashtabellen blir
da:

Index 0 1 2 3 4 5 6 7 g§ 9 10 11 12
Innehall 42 1 2 3 17 26 19 15 21 11 12

Antal forsok 2 1 1 1
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Lyckad s6kning i denna tabella kraver (2+1+1+14+1+24+1+2+4
1+141)/11=14/11~1.3

Vid ordnad hashning later man en storre nyckel ha prioritet framfér en
mindre till platserna. Om man vid inldggning av en nyckel k patriffar en
nycklel [ som dr mindre en k lagrar man k pa denna plats och fortsétter
inldgget med I, naturligtvis med anvéinde av g(l) som steg.

Fordelen med ordnad hashning ar att sokning kan avbrytas nir man
kommit till en plats med en mindre nyckel &n den man soker vilket medfor
att det gar fortare att uppticka att en given nyckel inte finns med i
tabellen.

Se utdelat papper om hashning.
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(a)

En heap kan definieras som en talféljd: hq, he, hs, ..., h, som uppfyller
relationerna h; < hg; och h; < ha;y1. Vanligen placeras talfoljden i en
array med borjan i position 1. (Alternativt kan man séga att en heap &r
ett vinsterkomplett bindrt trad dér varje nod &r mindre &n sina barn)

Det finns ingen entydig ordning — det som kravs dr att heap-villkoren
ar uppfyllda. Naturligtvis uppfyller en sorterad array dessa villkor men
dven t ex nedanstaende:

Index 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Innehdll 1 2 12 11 3 42 26 17 15 21 19

Inldgg tillgar sa att det nya talet placeras p& den forsta lediga platsen
vilket i detta fall dr position 12. Dérefter kontrolleras relationen med
position 12/2 = 6. Om fel ordning s& byt och kontrollera vidare med
position 6/2 = 3. Inldgg av 7 resulterar i detta fall i f6ljande heap:

Index 1 23 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13
Innehdll 1 2 7 11 3 12 26 17 15 21 19 42

Vid urtag sa hémtas det minsta elementet fran position 1 varefter det
sista flyttas till position 1 och jamférs med barnen (position 2 och 3).
Om minsta barnet mindre gors ett byte och kontroll gérs etc. Ett urtag
i denna heap ger:

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Innehall 1 2 7 11 3 12 26 17 15 21 19 42
Nytt innehall 2 3 21 42 nil
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